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仇 斌 者 

本 书 兽 六 了 形形色色 的 数学 题 ， 从 小 学 生 都 能 明白 的 简单 问题 ， 到 困扰 
了 数学 家 350 余年 的 难题 。 

本 书 中 通过 语言 、 图 形 以 及 数学 公式 表达 主人 公 的 思路 。 


如 果 你 不 太 明 日 数 竺 公式 的 含义 ， 好 且 先 看 看 故事 ， 公 式 可 以 一 眼 市 
过 ， 泰 赤 拉 和 尤 里 会 跟 你 一 同 击 行 。 


擅长 数学 的 读者 ， 请 不 要 仪 仪 阅 读 故 事 ， 务 必 一 同 探究 数学 公式 。 如 
此 ， 便 可 品 味 到 深 埋 在 故事 中 的 列 样 趣味 。 


说 人 不定， 您 会 体验 到 一 个 代入 感 极 强 的 动人 故事 。 


主页 通知 


关于 本 书 的 最 新 信息 ， 可 查阅 以 下 URL。 
http:/www.hyuki.com/girl/ 
此 URL 出 目 作 者 的 个 人 主页 。 


pe 本 书 内 容 受 兰 作 权 法 你 护 。 未 经 作者 :发 行者 许可 ， 不 得 撞 目 复 
外 复印 。 
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人 神 创 造 了 整数 ， 除 此 之 外 的 数 都 是 由 人 创造 的 。 

——— 0 

这 是 整数 的 世界 。 
我 们 数 数 。 数 够 子 ， 数 星星 ， 玫 着 指头 数 离 放假 还 有 多 少 天 。 小 时 候 泡 
在 热乎 乎 的 深 池 子 里 ， 被 家 长 命令 “好 好 地 把 忆 膀 都 泡 进 去 ”， 只 好 默默 
航 受 看 ， 然 后 数 到 十 。 
这 是 图 形 的 世界 。 
我 们 画 男 。 用 圆规 男 圆 ， 用 三 角 尺 男 线 ， 被 不 经 意 中 国 出 的 正六 边 形 吓 
了 一 跳 。 拖 着 伞 跑 过 操场 ， 摘 绘 出 漫长 的 直线 。 回 头 是 圆 圆 的 和 夕阳。 再 
见 了 三 角形 ， 明 天 见 。 
这 是 数学 的 世界 。 
整数 是 由 神 创 造 的 ， 克 多 内 克 如 是 说 。 毕 达 哥 拉 期 以 及 技 番 图 把 整数 和 
直角 三 角形 连接 在 一 起 。 列 马 则 更 加 别出心裁 ， 他 的 一 句 玩 笑话 困扰 了 
数学 家 们 三 个 多 世纪 。 


史上 最 大 的 恋 题 谁 痢 知道 ， 但 谁 也 解 不 开 。 为 了 解 开 它 ， 必 须 运 用 所 有 有 
的 数学 知识 。 这 不 是 一 道 一 般 的 谜 题 ， 不 容 小 讽 。 


这 征 我 们 的 世界 。 
我 们 走 在 寻访 “真实 的 样子 ?的 旅途 上 。 失 洲 之 物 重 见 天 日 ， 已 逝 之 物 重 
返 世 间 。 我 们 承载 看 生命 和 时 间 的 重量 ， 经 历 看 如 此 的 消逝 和 发 现 ， 死 
亡 和 重生 。 

思 邦 成 长 的 信义 ， 退 渭 友 现 有 的 意义 。 

询问 抓 独 的 舍 义 ， 获 悉 言 语 的 意义 。 


记忆 中 总 有 一 条 错综复杂 的 小 路 ， 胁 用 胱 朋 。 其 中 能 清晰 记 起 的 ， 只 有 
那 内 烁 的 银河 ， 罗 上 暖 的 手心 ， 微 车 的 嗓音 ， 以 及 梭 色 的 及 丝 。 所 以 ， 我 
次 定 从 那里 讲 起 。 


从 那个 ， 周 六 的 午后 一 一 
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第 工 章 


“《 银 河 铁道 之 夜 》， 


将 无 限 宇宙 尽 收 苇 心 


同学 们 ， 有 人 说 它 像 一 条 大 河 ， 也 有 人 说 它 像 一 片 牛奶 


流 消 后 留 下 的 痕迹 
一 一 这 日 荡 汶 的 一 片 完 葛 是 什么 来 西 ， 你 们 知道 吗 ? 
一 一 宫 泽 贤 治 《 银 河 铁道 之 夜 》! 


宫 泽 贤 治 ( 著 ) ， 周 龙 梅 ( 译 ) ， 少 年 儿童 出 版 社 2014 年 7 月 出 版 。 


1.1 银河 
“哥哥 ， 好 漂亮 啊 。” 尤 里 说 。 


“是 啊 。 数 个 清 有 多 少 颗 。” 我 回答 。 


尤 里 上 初 二 ， 我 上 高 二 。 
她 管 我 叫 "哥哥 ”"， 但 我 并 不 是 她 的 素 哥哥， 
我 的 妈妈 和 尤 里 的 妈妈 是 姐妹 俩 。 也 就 是 说 ， 我 是 他 的 表 哥 。 


她 住 在 我 家 附近 ， 比 我 小 三 岁 。 从 小 时 候 起 我 们 束 经 第 在 一 起 玩 要 。 尤 
里 很 仰 么 我 ， 可 能 是 因为 我 跟 她 剖 是 独生子 女 吧 。 

我 房间 里 堆 看 好 些 书 ， 她 很 品 欢 那些 书 ， 休 恩 日 电 古 泡 在 我 家 里 读书 。 
那天 也 十 如 此 。 我 们 一 起 看 是 星 的 图 上 你， 大 本 的 图 睹 上 满 是 照 上 请 ， 织 女 
性、 后 即 是 、 天 津 四 、 击 河 三 、 天 狠 星 、 参 循 四 ..… 星 星 的 照片 ， 说 起 
来 不 过 是 肥 光 点 的 集合 ， 仿 佛 存在 规律 性 ， 义 好 似 没有 。 我 们 深 深 地 闹 
浸 人 在 这 份 顽 丽 之 中 。 


eh 一 一 ' 数 星星 的 人 :和 :男性 座 的 人 '。 哥 由 你 属 
于 哪 种 ? ” 


“我 应 该 古 数 星星 的 那 种 吧 。?” 


1.2 及 现 


“哥哥 ， 高 中 学 习 难 吗 ?” 尤 里 一 边 问 ， 一 边 摇晃 着 票 色 的 马尾 状 ， 把 书 
放 回 书架 上 。 


“学 习 ? 没有 那么 难 。” 我 擦 着 眼镜 回答 。 

“但 是 ， 这 里 的 书 感 觉 部 好 难 啊 。” 

“这 些 不 是 学 校 的 读本 ， 是 我 目 己 感 兴趣 才 看 的 。” 
“出 于 兴趣 读 的 书 反 而 更 难 ， 真 怪 。” 

“因为 目 己 可 欢 的 书 都 是 拿 来 挑战 目 己 理解 极限 的 呆 。” 


“一 如 既往 ， 好 多 数学 书 啊 .…..* 尤 里 点 着 脚 ， 望 着 高 大 书架 上 的 图 书 ， 
努力 想 看 清 书 寿 。 紧 腿 蓝 色 牛 仔裤 很 配 她 那 菌 条 的 身材 ， 


“ 尤 里 你 讨厌 数学 吗 ? ， 
“数学 ? * 尤 里 回 过 头 ，“ 喝 .…… 说 不 上 喜欢 ， 也 不 讨厌 。 哥 哥 你 应 该 是 
一 一 哥 欢 的 吧 ? ” 


“ 唱 ， 我 辟 欢 数学 。 学 校 放 学 后 ， 我 也 会 在 图 书 室 里 研究 数学 。” 

2 ?》 

“图 书 室 在 学 校 上 尽 尖 ， 冬 暖 夏 沪 。 我 超 品 欢 图 书 室 ， 每 次 去 那 部 要 拿 上 
喜欢 的 书 ， 基 本 上 都 是 数学 书 ， 还 带 着 笔记 本 和 自动 铅笔 ， 在 那 写 数 学 
公式 ， 然 后 思考 。” 

“ 误 ? 与 数学 公式 ?而 且 不 是 作业 ? ” 

“是 。 作 业 我 读 间 休 电 的 时 候 融 写 冠 了， 放学 后 承 开 始 摆 卉 数学 公 陈 。” 
“那样 .开心 蚂 ? ” 


“有 时 候 也 会 男 狗 ， 倡 尔 会 肥 现 一 些 才 丽 的 东西 。 


“ 族 ? 自己 写 笔记 还 会 发 现 美丽 的 东西 ? ” 

“ 虽 ， 对 啊 ， 我 自己 都 想不到 。” 

“ 尤 里 也 想 让 哥哥 教 给 人 家 吐 一 ， 

我 这 表妹 ， 撤 娇 的 时 候 不 知 怎 的 会 学 猫 说 话 ， 
“好 啊 ， 现 在 就 来 试 试看 吧 。” 


1.3 ” 找 不 同 
我 把 忽 记 本 在 贤 了 上 挫 开 ， 冲 尤 里 招手 。 她 拖 看 椅子 轻 轻 华 在 我 左边 。 
阴间 有 味 来 一 股 洗 人 肥水 的 理气。 无 里 从 胸 前 口袋 中 取出 一 副 树脂 边框 的 眼 
锐 戴 上 。 
“ 喷 ? 这 是 哥哥 写 的 ? ” 
尤 里 探 着 涉 ， 人 惊讶 地 看 着 笔记 本 。 是 米尔 亮 的 笔迹 。 
“有 蝶 ， 这 是 哥哥 的 朋友 写 的 。” 
“ 误 ， 字 好 漂亮 ， 简 直 跟 女生 写 的 一 样 。” 
本 来 束 是 女生 写 的 啊 。 我 心 想 。 

哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 

101 321 681 
911 450 811 

“哥哥 ， 这 是 什么 题 ? ” 
“这 个 题 叫 作 找 不 同 。 这 里 有 六 个 数 对 吧 ? 101, 321, 681, 991, 450， 还 
有 811。 在 这 些 数字 中 间 ， 只 有 一 个 与 别 的 数字 不同。 我 们 束 是 要 找 
出 这 个 数 。” 
“很 简单 啊 ，450 对 吧 ? ” 
“ 咽 ， 正 确 。 不 同 的 是 450。 为 什么 昵 ? ” 
“只 有 450 不 是 以 数字 工 结 尾 ， 其 他 五 个 数字 都 是 以 1 结尾 的 。” 
“ 没 错 ...... 那 么 ， 你 能 答对 下 一 道 题 吗 ? 这 也 是 我 朋友 出 的 题 。” 


哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 





“ 座 ? 全 部 都 以 1 结尾 啊 。” 


“ 虽 ， 这 一 题 跟 上 一 题 的 规则 不 一 梓 ， 每 道 题 数 字 间 的 不 同 之 处 都 是 不 
一 样 的 。” 


"我 不 知道 。 哥 哥 你 知道 吗 ? 
“ 喝 ， 很 明显 啊 ，51 是 不 同 的 。” 
“ 族 ? 为 什么 ? ， 


“只 有 51 不 是 质数 。 因 为 51=3x17 可 以 分 解 质 因数 ， 所 以 51 是 合 
数 ， 而 其 他 都 是 质数 。” 


“这 我 特 么 可 能 知道 呆 ! ” 
“ 那 看 看 下 道 题 如 何 ? ” 
哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 


100 225 121 
256 288 361 
“ 咖 .………. 哥 哥 ， 征 256 吧 ? 其 他 数字 中 都 有 两 个 连续 相同 的 数 。100 的 


00，225 的 22，288 的 88...... 对 吧 ? >” 
“但 是 121 不 连续 啊 ? >” 
“ 喇 ..….. 有 两 个 1 相同 ， 所 以 也 算是 啦 。” 


“ 那 361 又 怎么 算 呢 ? ， 


“这 道 题 里 ， 不 同 的 是 288。?” 


“为 什么 为 什么 ? ， 


ee 不 是 平方 数 。 也 束 是 说 ， 只 有 288 不 能 变 成 某 个 整数 的 平方 
J Te 


“我 说 哥哥 ， 我 能 知道 这 个 才 怪 呢 。” 
“ 那 下 面 这 道 题 如 何 ? 哥哥 我 可 是 花 了 一 整 天 才 解 开 这 道 题 的 ， 
哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 


239 251 J57 
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“你 能 想 一 整 天 ? 太 吓 人 人 了。” 尤 里 说 。 
这 时 ， 我 妈 拿 来 了 可 可 。 

“ 啊 ， 不 好 意思 ， 训 谢 您 。” 

“ 肢 不 要 达 吧 ? ?我 妈 问 尤 里 。 

“ 咖 。” 

“她 脚 管 么 了 ? ?我 问 道 

“脚跟 附近 偶尔 会 非常 痛 。? 尤 里 说 。 
“在 不 是 生长 痛 啊 .……… 

“ 没 天 系 ， 我 下 周 去 医院 看 看 。” 
“是 吗 ? 话说 回来 ， 这 房 里 要 是 多 放 一 些 尤 里 辟 欢 看 的 书 融 好 了 。” 
我 妈 看 了 一 圈 我 的 书 染 议 壹 。 


“没事 ， 我 喜欢 哥哥 的 书架 。 啊 ， 这 可 可 超级 好 喝 的 ! ” 
“喜欢 就 好 ， 留 下 一 起 吃 晚饭 吧 。，” 


\ 


“ 想 吧 什么 ? ?我 妈 来 回 看 痢 我 俩 。 
“这 个 啉 ， 健 康 后 的 束 好 。” 


“不 过 ， 要 有 活力 的 ! ”我 说 。 
“不 过 ， 要 洋气 的 ! ”万 里 个 痢 突 。 


“不 过 ， 要 有 日 本 情调 的 ! ?我 也 突 了 。 


“ 咀 ， 孩 子 们 .…… 你 们 以 为 妈妈 是 神仙 吗 。 好 ， 那 我 就 试 试 满足 你 们 这 
超级 具体 又 一 如 既往 的 愿望 吧 。” 


我 妈 说 春 走 出 了 房间 ， 我 们 或 税目 达 她 。 


1.4 时 钟 巡 回 

“ 别 猜 恋 题 了 啦 ， 之 前 说 的 :美丽 的 发 现 :是 怎么 回 事 啊 ? ” 

“那么 我 们 惑 来 谈 谈 时 钟 巡 回 吧 。 

< 虽 。” 

“ 像 这 样 ， 男 个 圆 。 罚 你 知道 吧 。” 

“ 男 个 圆 ， 把 它 看 成 时 钟 。 从 12 点 的 地 方 开 始 ， 每 隔 两 个 空 连 一 条 线 。 
也 束 古 先 从 12 到 2 国 一 条 线 ， 然 后 再 从 2 到 4 男 一 条 线 ， 接 看 从 4 到 

6， 从 6 到 8...... 明日 吗 ? ” 

“当然 明白 。” 

“一 直 画 下 去 会 怎么 样 ? ” 

| 梧 色 人 2 形成 证 人 过 彩 


“ 没 错 ， 会 形成 一 个 六 边 形 。 将 2, 4, 6, 8, 10, 12 连 起 来 ， 跳 过 1 3, 5, 7 
9, 11。 


“ 咖 ， 我 明白 。 把 偶数 连 起 来 ， 跳 过 奇数 对 吧 。? 万 里 连连 点 头 。 








也 两 个 空 连 一 条 线 


“对 。 啊 ， 尤 里 ， 你 还 知道 奇偶 数 啊 ! ” 
“ 喂 ， 哥 可 ! 你 从 刚才 就 .….. 把 我 当 笨蛋 ? "她 生气 地 鼓 起 脸 舌 。 


“没有 没有 ， 那 我 们 再 国 一 个 时 钟 。 刚 才 是 每 隔 两 个 空 连 一 条 线 ， 
我 们 每 隔 3 个 空 连 一 条 线 ， 束 是 3, 6,9， 然 后 回 到 12。” 


12 


6 
每 隔 3 个 空 连 一 条 线 

“哥哥 ， 这 次 形成 了 菱形 呢 。” 

“然后 我 们 将 级 数 设 为 4。” 

“级 数 ? ” 


“把 “每 也 4 个 空 ' 称 为 ‘级 数 为 4。 级 数 为 4 时 ,就 连 上 了 4、8 以 及 
12。 


| 


每 隔 4 个 空 连 一 条 线 【级 数 为 4) 
“形成 了 三 角形 。” 
“那么 ， 再 往 下 看 。 这 次 我 们 每 隔 5 个 空 连 一 条 线 ， 也 就 是 说 一 一 ” 
也 就 是 说 ， 级 数 为 5 对 吧 。” 


“对 。 这 次 束 好 玩 了 ! 5, 10, 3, 8, 1, 6, 11, 4, 9, 2, 7， 然 后 回 到 12。 


33 
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每 阳 5 个 空 连 一 条 线 (级 数 为 5) 
“ 哇 ! 好 好 玩 ， 转 得 好 漂亮 啊 ! ” 


人 
"HH, ?3? 


“ 唱 ， 对 。 绕 一 周 后 没有 刚好 回 到 12， 而 是 错过 去 了 。 每 绕 一 圈 就 继续 
向 下 错位 ， 最 后 终于 回 到 12。 结 果 线 通过 了 所 有 的 数字 。，” 


“ 没 错 。 我 们 把 时 钟表 和 录 上 所 有 的 数 都 经 一 遇 的 现象 称 为 完全 巡回 。 级 
数 征 5 的 话 ， 束 能 完全 区 回 。” 


“我 明白 了 。” 
“ 接 下 来 级 数 是 6。” 


12 


0 
每 隔 6 个 空 连 一 条 线 (级 数 为 6) 


“级 数 为 6 束 没 意思 了 ， 只 有 6 和 12 啊 。” 
“ 那 这 次 换 尤 里 男 男 看 。 哥 哥 看 痢 你 画 。” 
“中 ， 知 道 了 ， 我 试 试看 。 咖 .级 数 是 7 对 吧 。 从 12 开始 ， 沿 顺 时 和 针 


方向 ， 每 隔 7 个 空 连 线 。 首先 是 7 然后 是 . 2 吧 。2 之 后 是 9...... 9， 
4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5, 12。 啊 ， 完 美 地 绕 遍 了 所 有 数字 。 完 全 巡回 ! ” 


12 


11 










ps: 
~ 


b 
每 隔 7 个 空 连 一 条 线 (级 数 为 7) 
“有 没有 发 现 什么 ?” 
“发 现 什 么 ? ， 
“随便 什么 都 行 。” 
尤 里 看 着 图 陷入 了 深思 ， 


我 从 侧面 看 着 她 那 认真 的 样子 。 栗 色 头发 束 在 脑 后 ， 一 脸 专注 的 初 二 学 
生 ， 眼 镜 与 她 的 气质 很 是 相称 ， 


“中 ..…. 不 知道 。” 


“我 们 把 刚刚 级 数 5 和 级 数 7 的 图 放 和 在 一 起 看 看 。” 





级 狐 扣 和 级 煞 了 了 


< 咽 ? 啊 ， 顺 序 相反 ! 咽 ..….. 每 隔 7 个 空 顺 时 针 连 线 的 效果 ， 刚 好 跟 每 
隔 5 个 空 逆 时 针 连 线 的 效果 一 样 。” 


“对 。 那 这 次 我 们 把 级 数 换 成 8......” 


“ 啊 ， 不 行 不 行 ， 哥 哥 ! 不 准 你 画 ! 我 来 画 ! 这 次 是 跟 级 数 4 的 效果 一 
样 ! ?? 





级 烙 4 相 级 数 8 


“就 是 这 样 。” 


“ 剩 下 的 都 交 给 我 来 画 ! ， 





级 数 3 相 级 数 9 





级 数 2 相 级 妆 10 


“好 有 意思 啊 。” 
“把 级 数 1 和 级 数 11 也 画 出 来 啊 ， 尤 里 。” 


“ 啊 ， 对 .…… 级 数 工 的 话 不 用 空 过 去 二 接连 束 好 了 。 


回 吗 ? * 


也 算 完 全 区 





级 数 1 和 级 数 11 
“级 数 为 6 时， 说 起 来 就 是 跟 自 己 配 成 一 对 哦 ， 万 里 。” 


12 12 
6 6 
级 数 6 和 级 闭 [ 6 


“全 部 都 组 成 了 一 对 昵 。 咖 ...... 目 己 动 手 画 居然 能 有 新 发 现 。” 尤 里 说 。 
“ 倒 不 如 说， 只 有 目 己 动手 画 才 能 有 新 用 现 。” 


1.5 完全 巡回 的 条 件 


“哥哥 平常 就 在 图 书 室 干 这 些 事 吗 ? 
“ 咽 。 哥 哥 我 呀 ， 就 喜欢 这 种 游戏 。 玩 时 钟 巡 回 大 概 是 初中 时 候 的 事 


了 ， 闭 时候 我 在 笔记 本 上 末了 好 多 这 样 的 图 形 。 
“我 说 哥哥 ， 这 图 形 有 什么 秘密 吗 ? ” 
“貌似 是 有 什么 规律 。” 
“ 咽 ! 确实 ! ” 
“比如 说 ， 什 么 时 候 能 实现 “完全 巡回 ? 呢 ? ” 
“ 咽 ， 级 数 是 1, 5, 7, 11 的 时 候 ? ” 
“是 这 样 没 错 。 咽 .………. 先 在 这 里 总 结 一 下 吧 。” 
可 实现 完全 巡回 的 级 数 总 结 
若 级 数 为 1, 5, 7, 11， 可 完全 巡回 。 
若 级 数 为 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10， 无 法 完全 巡回 。 
“这 不 是 明摆着 的 事 吗 ? ” 
“ 束 算 是 明摆着 的 事 ， 最 好 也 要 认真 总 结 下 来 哦 ， 万 里。 总 结 出 具体 例 
子 ， 看 级 数 是 哪些 数 时 可 以 实现 完全 巡回， 然后 据 此 找 出 级 数 的 规 
律 。‘ 从 具体 例子 中 引出 规律 ; 称 为 归纳 。 为 了 进行 归纳 ， 要 更 认真 地 思 
考 。 你 认为 形成 完全 巡回 的 规律 是 什么 ? ” 
问题 1-1 《完全 巡回 的 规律 ) 
级 数 具 备 何 种 性 质 时 ， 可 实现 完全 巡回? 
“我 不 太 明 日 呢 ..….…... 话 说 回来 ， 感 觉 束 像 人 家 在 跟 哥 哥 一 起 研究 呢 。” 


不 是 束 像 在 一 起 研究 ， 而 是 正在 一 起 研究 哦 。 虽 然 问题 本 里 很 
不 起 眼 。” 


1.6 达 回 哪里 
“我 们 试 着 把 能 巡回 的 数字 按 级 数 归纳 到 表 里 ， 不 分 先后 顺序 。” 


] 上 | 2 3 4 5 6 fasg 10 11 12 
2|12 4 6 8 10 12 

3 13 6 9 12 

4 | 和 4 8 12 

9 |1 2 3 4 5 6 89 10 11 12 
BG | 6 12 

Til1 2 3 4 5 6 89 10 11 12 
8 | 和 4 $8 12 

yy |3 6 9 12 

lI0 |2 4 6 8 10 12 

11 上 | 2 3 4 5 6 让 89 10 ll 12 


“怎么 看 这 张 表 呢 ?” 

“最 左 侧 那 列 ， 竖 着 排列 的 1 一 11 是 级 数 。 然 后 将 与 级 数 对 应 的 巡回 的 

数字 从 小 到 大 排列 ， 就 是 右边 横着 排列 的 那些 数字 。 打 比方 说 ， 级 数 为 
3 时 ， 束 能 这 回 3, 6, 9, 12 这 四 个 数字 ， 束 是 刚才 我 们 画图 时 用 线 连 起 

来 的 数字 。 从 这 张 表 中 你 能 看 出 些 什 么 吗 ?” 

“感觉 像 倍数 ? ” 


4 意思 ? 99 


< 大.…... 我 说 不 好 。” 
“这 可 不 行 。 得 把 想到 的 都 好 好 表达 清楚 。” 
导 个 ， 我 感觉 巡回 的 数字 就 是 ' 近 加 的 数字 中 最 小 的 那个 数字 "的 信 


“ 哦 ?比如 说 ?>” 
“比如 说 ， 从 上 面 数 第 二 行 ，2, 4 6, 8, 10, 12 全 都 是 2 的 倍数 。 然 后 刚才 


哥哥 你 说 的 从 上 面 数 第 三 行 的 3, 6, 9, 12 全 都 是 3 的 倍数 ， 对 吧 。 所 以 
右边 最 左 端的 数字 是 工 的话 ， 束 可 以 转 一 周 。 束 是 完全 巡回 。 举 个 例 
子 ， 级 数 为 1 5, 7, 11 时 ， 对 应 那 一 行 束 把 1~12 所 有 数字 都 集 齐 了 。 
因为 每 个 目 然 数 都 是 1 的 倍数 ! ” 


“原来 如 此 ! 确实 是 这 样 。 我 们 把 1, 5, 7, 11 这 四 行 单独 拿 出 来 看 看 
几 必 和 


一 ] 


I0 11 12 
10 11 12 
10 11 
10 11 
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一 ] 


“7 村 吧 对 吧 ? 99 


“ 没 错 。 能 实现 完全 巡回 的 级 数 那 行 肯定 包 舍 1， 而 且 不 能 实现 完全 巡回 
的 级 数 那 行 是 不 包含 工 的 .2 


“ 虽 喝 。 这 样 问 题 1-1 完 全 巡回 的 规律 ) 束 有 人 管 案 了 呢 。” 


“不 不 ， 还 没有 。 问 题 要 求 的 是 级 数 的 性 质 ， 所 以 必须 说 出 巡回 的 数字 


“什么 意思 啊 ， 赂 哥 ? ” 


“我 们 把 巡回 的 数字 中 最 小 的 那个 数字 ’ 称 为 最 小 巡回 数 。 刚 才 你 友 
现 ‘ 最 小 巡回 数 ; 等 于 1 的话 束 可 以 实现 完全 巡回 对 吧 。” 


“是 这 梓 呢 。” 

“问题 是 可 以 从 级 数 * 计 算 ' 最 小 巡回 数 ' 吗 ? 我 们 试看 总 结 之 前 研究 的 内 
容 ， 把 从 级 数 ' 到 “最 小 巡回 数 ' 的 对 应 关系 写 出 来 ， 看 看 能 不 能 找 出 ' 基 
小 巡回 数 " 的 计算 方法 。” 


“级 数 "最 小 巡回 数 。 


] 一 ] 
一 
了 一 
4 一 4 
D 一 | 
b 一 0 
f 一 人 | 
5 一 
9 一 
10 一 2 
11 一 人 ] 


“ 喇 .……. 人 家 看 不 出 来 。 刚 开始 是 1 2, 3, 4， 怎 么 突然 又 回 到 1 了 呢 。” 


“ 那 给 你 个 提示 。 时 钟 的 * 表 盘 数字 的 个 数 ,一 共有 12 个 对 吧 。 结 合 12 这 


“表盘 数字 的 个 数 ” 和 “级 数 ” 
1 
12 利 2 
.27 
12 和 4 
12 和 5 
12 和 86 
12 和 7 
12 和 8 
12 和 9 

12 和 10 
12 相 11 


“最 小 巡回 数 ” 


上 


尤 里 拨弄 看 马尾 洲 ， 想 了 一 阵 。 
ea a 倍数 ? 感觉 左边 的 数字 好 像 是 右边 的 数学 的 倍数 。 


<j 因 2? 3» 
4DN 。 


“比如 从 下 往 上 数 第 四 个 ， 左 边 是 12 和 8， 右边 是 4 对 吧 。12 和 8 都 是 
4 的 倍数 ! ” 


“原来 如 此 ， 确 实 是 这 样 .…… 
向 ， 这 个 我 在 学 校 学 过 。 这 个 叫 公 倍数 ， 不 不 ， 搞 反 了 ， 是 公约 数 . 
右 侧 的 最 小 巡回 数 :是 左 侧 两 个 数字 的 约 数 ,因为 是 而 个 数字 的 约 数 
所 以 是 公约 数 ! 12 和 :级 数 一 也 就 是 :表盘 数字 的 个 数 ' 与 级 数 ' 的 公 
约 数 就 是 ' 最 小 巡回 数 '! ” 

“ 真 厉害 ! 可 惜 有 点 遗憾 ， 不 只 是 公约 数 这 么 简单 哦 

“ 族 ? 啊 ， 对 了 ， 是 最 大 公约 数 1 ” 

“ 没 错 。 那 什么 情况 下 能 实现 时 钟 的 完全 巡回 呢 ? 


“最 大 公约 数 为 1 的 时 候 。 “ 表 胡 数 子 的 个 数 ' 写 ' 级 数 ' 的 最 大公 约 数 为 1 
的 时 候 能 实现 完全 巡回 。 


“对 ， 回 答 完 全 正确 ! ” 


“总 之 融 是 ' 互 质 ' 时 可 以 实现 完全 巡回 。 
Ea 
“ 束 古 ‘最 大 公约 数 为 1?。” 


互 质 

自然 数 a 和 上 b 的 最 大 公约 数 等 于 1。 

此 时 我 们 将 a 与 的 关系 称 为 互 质 。 
“ 打 个 比方 ，12 和 7 的 最 大 公约 数 等 于 1， 上 所 以 12 和 7 是 互 质 的 。 而 12 
和 8 的 最 大 公约 数 等 于 4， 所 以 12 和 8 不 互 质 。 用 互 质 可 以 这 样 描述 
完全 巡回 : 只 有 :表盘 数字 的 个 数 " 与 "级 数 ' 互 质 时 ， 才 能 实现 时 钟 的 完 
全 巡回 。” 

解答 1-1a 《完全 巡回 的 规律 ) 


只 有 :表盘 数字 的 个 数 ' 与 "级 数 ' 互 质 时 ， 才 能 实现 时 钟 的 完全 这 
回 。 


“ 咽 ...,,. 互 质 啊 。” 

“ 尤 里 有 一 种 打 伏 砂 锅 问 到 撒 的 精神 ， 真 了 不 起 啊 。 刚 才 我 列表 的 时 
候 ， 你 也 问 我 该 夭 么 去 看 来 看 。 不 太 明 日 的 时 候 束 有 必要 打破 砂 钠 问 到 
导 。 尤 里 束 古 这 种 “打破 人 砂锅 问 a 到 展 的 人 ’ 呢 。” 

“因为 人 家 罕 咏 ， 好 多 东西 者 不全。” 


.天星 才 不 竺 呢 ， 勇 于 承认 ' 不 全 :是 正确 的 ， 笨 下 是 那些 摘 着 不 展 ' 
情 ， , 3 


“了 哈哈..... 只 有 可 到 你 才 会 表扬 我 的 ‘个 恒 '"。 不 过 ， 能 受到 表 女 好 开心 哨 


“ 表 女 ? 39 
“不 要 在 总 细节 ! 人 家 不 好 意思 呆 ， 你 吏 别 吐槽 了 啦 一 ” 


1.7 超越 人 类 有 的 极限 
“哥哥 ， 这 个 时 钟 巡回 也 是 数学 吗 ? ” 
“是 啊 ， 我 认为 是 标准 的 数学 。” 


“不 过 ， 怎么 说 呢 0 男 个 时 钟 ， 咕噜 咕噜 转 ， 列 个 表 a 很 有 意思 ， 
不 过 还 是 更 像 玩 游戏 。 这 是 数学 吗 ? 数学 是 什么 ?” 


“数学 是 什么 ? 一 一 这 一 旬 话 是 说 不 清 的 。 不 过 ， 调 查 数字 的 性 质 应 该 
是 数学 重要 的 活动 之 一 ， 归 在 数论 这 个 领域 。 就 像 刚刚 咱们 两 个 那样 
画 画 图 ， 列 列表 ， 推 测 推测 数字 的 性 质 ， 找 出 其 中 的 规律 。 这 确实 很 有 
游戏 的 味道 ， 不 过 归根 结 底 还 是 数学 。 一 般 规律 不 可 能 一 眼 就 看 出 来 
而 是 要 通过 分 析 具体 的 事例 来 导出 ， 这 个 过 程 就 是 归纳 。 其 口号 就 是 从 
# 珠 到 一 般 。” 


“ 咽 ....,. 是 这 样 吗 ? ” 


“这 人 么 说 吧 ， 表 盘 数 字 的 个 数 一 般 有 12 个 对 吧 。12 个 数 很 少 ， 用 级 数 一 
个 个 去 试 ， 目 己 隋 能 杀 眼 见证 能 不 能 实现 完全 巡回 。 但 是 要 是 有 100 个 
数字 怎么 办 ?虽然 这 时 候 已 经 算 不 上 时 钟 了 。 要 是 有 1000 个 ，100 000 
000 个 数字 呢 ? 那 时 候 ， 级 数 是 多 少 才能 实现 完全 巡回 昵 ? ” 


“那么 多 想 弃 都 试 不 了 。” 
“对 ， 我 们 没有 办 法 实际 去 试 。 不 过 啊 ， 就 算 不 能 菲 男 图 实际 确认 ， 只 
要 求 出 表盘 数字 的 个 数 ' 和 ' 级 数 ' 的 最 大 公约 数 ， 束 知道 能 人 耕 转 所 所 有 
数字 。 即 使 目 己 不 去 尝试 ， 世 界 上 谁 都 不 去 实际 符 试 ， 我 们 也 能 知道 丛 
和 案 。 这 束 古 数学 的 力量 。” 





“看 罕 问 题 中 隐藏 的 规律 ， 我 们 甚至 能 洞察 目 己 无 法 到 达 的 未 来 ， 以 及 
世界 的 尽 涉 。” 


“有 军 规 全 


“数学 连 无 限 都 可 以 处 理 。 既 可 以 将 无 限时 光 折 登 ， 放 入 信封 ， 也 可 以 
将 无 限 宇 宙 尽 收 竺 心 ， 令 其 局 歌 。 这 束 古 数 竺 的 乐趣 所 在 。” 


“数学 很 厉害 的 哦 。* 我 说 . 
“数学 是 很 厉害 ， 但 是 哥哥 你 能 这 么 热情 地 聊 数学 就 更 厉害 了 ! 比 学 校 
的 老师 还 有 热情 ! 人 家 都 吓 了 一 跳 嘲 .,.….” 尤 里 报 嘴 笑 着 说 ，"“ 哥 哥 你 干 
脆 将 来 当 老师 吧 ， 你 也 很 会 教 人 。 要 是 哥哥 来 当 我 的 老师 ， 人 家 成 绩 肯 
定 会 突飞猛进 的 。” 

“但 是 等 我 当 上 老师 的 时 候 ， 尤 里 你 都 已 经 毕业 了 啊 。” 


阿 ， 对 啊 .…...” 


尤 里 摘 下 眼镜 ， 慢 悠悠 地 放 回 胸 前 口袋 ， 略 市 儿 分 扭捏 地 摆弄 着 尖 友 。 
不 一 会 儿 ， 她 突然 换 了 个 话题 。 


“我 说 ，* 哥 哥 ' 这 个 称呼 ， 是 不 是 太 孩 子 气 了 呢 。， 
“没有 啊 ， 你 喜欢 怎么 叫 就 怎么 叫 。， 


“中 ， 也 对 ! 我 说 .……… 如 如 。” 


“你 知道 人 家 现在 在 想 什么 吗 ? ” 


我 看 看 万 里 ， 尤 里 看 看 我 。 她 把 手表 在 脑 后 ， 担 看 马尾 兰 ， 上 下 听 哈 嘻 
哈 地 摇 看 ， 好 像 小 瑟 的 尾巴 。 虽 然 友 色 十 根 色 ， 但 随 看 光影 变 和 J 时 而 会 
闪烁 出 金色 的 光 诡 。 


“在 想 什 么 ? “我 同道 。 
“ 咽 ...... 算 了 ， 不 告诉 你 噜 。” 


尤 里 失 看 冲 我 露出 两 先 小 虎牙 。 


1.8 究竟 是 什么 东西 ， 你 们 知道 吗 
“对 了 ， 哥 哥 之 前 花 了 一 天 琢磨 的 那个 找 不 同 的 亦 题 ， 你 还 没 告诉 我 答 
案 呢 。* 尤 里 说 。 

哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 


239 25| 257 
203 271 283 


“ 弄 明 白 了 其 实 很 简单 的 。239, 251, 257, 263, 271, 283 这 六 个 数 都 是 质 
数 。 质 数 中 只 有 2 是 偶数 ， 所 以 这 六 个 数理 所 当然 都 是 奇数 。 也 就 是 
说 ， 将 它们 除 以 2 都 会 余 1。” 
“这 个 啉 ， 确 实 如 此 。” 
“那么 ， 不 去 想 ' 除 以 2 的 余数 "， 换 个 角度 想 想 “ 除 以 4 的 余数 "。 列 成 
表 就 是 下 面 这 样 。” 

230 =44Xx 5959 二 +3 29] =44x02+3 257=4x04+]1 

203 二 x05 二 +3 71|=4x07+3 283=4x 170+3 
“ 认 ? 有 什么 不 一 样 的 吗 ? ” 


“六 个 数 中 ， 只 有 257 除 以 4 余数 为 1。 剩 下 的 五 个 数 除 以 4 余数 都 是 
9。 


“ 阿 .….. 是 这 样 没 错 。 但 是 哥哥 ， 这 平常 根本 不 会 注意 到 啊 。 不 觉得 有 
些 牵 强 吗 ? 除 以 4 有 那么 重要 ? ， 


“可 是 .……… 听 到 目 袋 数 这 个 条 件 ， 融 应 该 马上 想到 ' 它 是 奇数 还 是 偶数 ?。 
奇数 和 偶数 用 除 以 2 的 余数 来 区 分 。 偶 数 余 数 为 0， 奇数 余数 为 1。 用 
除 以 4 的 余数 分 类 这 个 方法 也 跟 它 很 像 。 因 为 森 数 除 以 4 余数 不 是 1 整 
症 3。 哥 哥 我 化 了 一 天 才 注 意 到 "用 除 以 4 的 余数 来 分 类 ’ 这 件 事 。 为 这 
事 儿 我 肠子 都 悔 育 了 。” 


“哥哥 你 真是 豆 欢 数 学 啊 ! 忆 千 得 听 哥 哥 讲话 好 有 意 丰 啊 ! 人 和 家 相知 道 
什么 ， 哥 哥 融 会 马上 重 诉 我 。 人 家 稍微 捉 一 本， 哥哥 融会 各 诉 我 像 时 钟 
巡回 这 么 有 童 思 的 事 ， 还 会 热情 地 跟 我 说 天 于 数学 的 事 .…... 人 家 好 想 从 
哥哥 那 学 更 多 东西 啊 .…… 对 了 ! 不 当 和 学 校 儿 师 也 可 以 的 ， 只 要 当 人 家 的 
专属 名 师 融 好 了 1! ” 


“请 别人 教 是 一 方面 ， 但 是 目 己 思 考 也 很 重要 。 即 便 是 理所当然 的 事 ， 
也 要 想 一 想 是 不 是 末 贞 如此， 这 种 怀疑 的 态度 是 非 稼 重要 的 。” 


“和 何 直 束 跟 ' 狂 老 师 ’ 一 样 呢 。” 
“ 狮 老师 ? ” 
“管区 那 有 部 老 动画 ， 狂 老师 是 那里 面 的 角色 。 咽 ..….... 它 是 这 么 讽 的 。” 


这 日 江东 的 一 厂 完 苋 是 什么 东西 ， 你 们 知道 吗 ? 


“ 白 茫 落 的 一 片 ? "我 又 问 道 
“ 咽 。 说 的 是 银河 。 虽 然 人 们 叫 它 河 '， 但 并 不 是 一 条 河 ， 它 其 实 是 由 小 
星星 汇聚 而 成 的 。 猫 老师 其 实 是 想 让 同学 们 去 看 它 真实 的 样子 。 猫 老师 
问 焦 班 尼 ， 焦 班 尼 答 不 上 来 。 可 是 啊 ， 其 实 猫 老师 自己 也 不 知道 银河 真 
正 真实 的 样子 。 那 之 后 ， 焦 班 尼 坐 着 银河 铁道 列车 体验 了 银河 .…… 

“ 宫 泽 贤 治 的 那 部 作品 ? 

“对 对 ， 就 是 那个 。 《银河 铁道 之 夜 》。” 


“ 究 范 是 什么 东西 ， 你 们 知道 吗 一 一 这 真是 个 好 问题 。 这 是 在 问 真 实 
es 


日 茫茫 一 斤 的 “真实 的 样子 ”。 


数字 本 身 “ 真 实 的 样子 ”。 
我 们 目 身 “真实 的 样子 ”。 


这 上 时， 厨房 传 来 了 我 妈 的 呼唤 声 。 


“孩子 们 ， 开 饭 了! 健康 义 有 活力 ， 洋 气 义 有 日 本 情调 的 
咖 嘿 饭 ! ” 





超 萄 加 了 


高 斯 走 过 的 路 即 数 学 的 前 进 之 路 。 
这 条 路 具有 归纳 性 。 
从 特殊 到 一 般 ! 此 旋 标语 。 


高 木 贞 治 名 





和 A - 立 - ny 
第 2 章 勾 股 定理 

这 时 ， 柯 贝 内 拉 拿 出 一 张 圆 盘 板 一 样 的 地 图 ， 不 停 地 转动 着 得 看 。 那 

上 面 真 有 一 条 铁路 线 沿 看 日 双双 的 天 河 左 尾 ， 退 问 正 璀 方 。 

一 一 宫 冯 贤 冶 《银河 铁 计 之 夜 》 


“ 啊 ..…. 抱 .…… 抱 菊 吓 着 你 了 。?” 芝 和 汞 拉 说 。 
现在 是 午休 时 间 ， 我 跟 泰 赤 拉 一 起 在 高 中 的 楼 项 吃 看 午饭 。 风 儿 短 六， 
但 并 不 影 啊 明 娟 的 阳光 给 我 们 市 来 的 好 心情 。 泰 朱 拉 吃 看 例 饮 ， 我 嘲 痢 
面包 。 
“没事 ， 咽 .……… 我 在 想 家 里 亲戚 的 事 。” 
“这 样 啊 。” 
泰 条 拉 人 微微 突 7 了 一下， 继续 吃 她 的 盒饭 。 
她 上 蜗 一 ， 是 小 我 一 年 的 学 妹 。 短 友 ， 大 眼睛 ， 忌 古 笑 睐 虑 的 ， 个 子 小 
小 虹 ， 跟 我 天 系 很 好 ， 我 们 忆 在 一 起 学 数学 。 基 本 上 部 是 我 在 教 她 ， 不 
过 她 经 钊 也 会 提出 一 些 苑 满 完 点 的 主意 让 我 吃 恢 。 
“对 了 ， 村 木 老 师 的 卡 厂 呢 ?” 
“ 哦 哦 ， 差 点 忘 了 。” 
她 拿 出 卡片 ， 上 面 只 写 了 一 句 话 。 
问题 2-1 
存在 无 数 个 基本 义 股 数 吗 ? 
“还 是 .….... 那 么 简短 。” 
“ 素 好 短 响 ..…....” 
芭 末 拉 大 口 嚼 着 摧 梨 卷 说 。 


“ 泰 末 拉 ， 你 知 违 基本 义 股 数 吗 ? ” 


“ 那 当然 ， 直 角 三 角形 和 料 按 的 平方 等 于 剩余 两 边 平 方 的 和 ， 对 吧 ? 笠 边 
呢 ， 束 古 跟 卫 角 相对 的 那 条 边 ! ” 


泰 赤 拉 说 看 ， 用 和 僻 子 在 空中 划 出 了 一 个 大 大 的 二 角 三 角形 。 
“ 喷 ? 不 对 吗 ? ” 
“你 说 的 ， 是 勾 股 定理 ..…...” 

勺 股 定理 

耳 角 三 角形 冬 边 的 平方 等 于 两 丰 角 边 的 平方 之 和 。 


6 
oe 


“ 义 股 数 和 勾 股 定理 有 什么 不 一 样 吗 ? ” 


“这 个 咏 ， 有 关系 但 是 不 一 样 。 勾 股 数 指 的 是 可 以 构成 百 角 三 角形 三 边 
的 一 组 目 然 数 。” 


我 和 她 解释 勺 股 数 的 定义 。 
义 股 数 
自然 数 a、D、c 满足 以 下 关系 式 时 ， 可 将 (qa, b,c) 这 一 组 的 三 个 


目 然 数 称 为 勺 股 数 。 


加 十 六 二 人 


“然后 ， 基 本 勾 股 数 的 定义 是 这 样 的 。” 
基本 勺 股 数 


目 然 数 a、b、c 满足 以 下 关系 式 ， 且 qa、b、c 的 最 大 公约 数 等 于 1 
时 ， 将 (qa, b,c) 这 一 组 数 称 为 基本 勾 股 数 。 


n ry 
a b=” 


也 束 是 说 ， 和 耳 角 三 角形 三 条 边 为 目 然 数 时 ， 这 三 个 数 的 组 合 束 是 义 股 
数 ee \ 约 数 还 等 = ls 区 又 个 数 珊 征 至 本义 股 煞 。 村 木 老 师 
的 问题 惑 是， 是 任 有 无 数 个 这 样 的 基本 义 股 数 。 


“| 阿 .….. 等 等 ， 我 还 不 太 明 白 ' 最 大 公约 数 为 1 的 意思 .…...” 


“ 那 我 们 来 举 个 例子 。 打 比方 说 ，(a, pb, c) = (3, 4, 5) 是 色 股 数 对 吧 ? 因为 
3-+4-=5 是 成 也 的 ， 计 算 一 下 就 会 知道 9+ 16 =25。 然 而 (3, 4, 5) 既 
是 勾 股 数 ， 也 是 基本 勾 股 数 。3、4、 5 的 最 大 公约 数 一 也 就 是 能 整 

除 这 三 个 数 的 最 大 数 为 1， 对 吧 。” 


> 地 狼 我 的 脑子 有 点 跟 不 上 。 色 股 数 和 基本 勾 股 数 的 区 别 ， 
我 还 是 不 太 明 日 ..…... 


“没事 ， 不 明白 也 没什么 ， 再 举 几 个 例子 。(3, 4, 5) 既是 勾 股 数 ， 也 是 基 
本 勺 股 数 。 但 是 ， 将 这 二 个 数 分 强 乘 以 2 得 到 的 (6, 8, 10) 昵 ? 它们 虽然 
是 勾 股 数 ， 但 不 是 基本 人 勺 股 数 。 


“ 咽 ，62=36,.82=64, 102=100， 而 36+64=100..... 确实 ，6“ + 8“- = 
10“ 是 成 立 的 ， 所 以 可 以 说 (6, 8, 10) 是 勾 股 数 。 咽 ， 到 这 里 我 理解 了 。 
又 因为 6, 8, 10 的 最 大 公约 数 是 2， 所 以 (6, 8, 10) 就 不 是 其 本义 上 股 
DR 能 整除 三 个 数 的 数字 只 4 有 1， 这 样 的 才 是 基本 勾 股 数 ， 对 吧 ? ” 
“对 ， 村 木 老 师 的 问题 是 ， 是 不 是 存在 无 数 个 这 样 的 基本 义 股 数 。” 


泰 赤 拉 一 脸 认 真 ， 默 责 地 思考 看 。 不 过 因为 嘴 里 咬 看 人 筷子， 起 么 也 严肃 


不 起 来 。 不 信 ， 她 很 疑惑 地 问 道 : 

“学 长 ， 很 奇怪 啊 .………… 对 于 直角 三 角形 的 三 条 边 aqa、b、c，a*+b =c 总 
是 成 并 的 对 吧 ? 然后 各 种 改变 边 长 ， 束 可 以 造 出 无 数 个 直角 三 角形 ， 所 
以 肯定 有 无 数 个 基本 义 股 数 不 是 吗 ? ” 

“ 静 下 心 来 ， 想 想 基 本 勾 股 数 的 条 件 。” 

“ 喷 ? ...... 呵 ， 不 对 不 对 不 对 不 对 不 对 不 对 不 对 ! ” 

花 示 拉 呼 呼 地 挥 看 手 里 的 饶 子 。 

“你 一 共 说 了 7 次 :不 对 :， 是 质数 。” 我 说 。 她 还 是 这 么 民 慨 张 张 鸭 ， 如 
果 换 成 万 里 ， 可 能 会 更 淡定 一 些 。 徐 未 拉 还 是 一 如 既往 地 容易 态 记 条 

件 。 


“我 不 小 心 把 自然 数 这 个 条 件 忘 了 ! 三 条 边 中 两 条 可 以 自由 选择 ， 所 以 
满足 目 袋 数 的 条 件 。 但 剩 下 的 一 按 束 不 一 定 是 目 然 数 了 .2 


全 了 
1 何 ? > 


“明白 了 ， 这 就 是 学 长 你 总 挂 在 嘴 边 的 那 名 “示例 是 理解 的 试金石 ' 对 
吧 ? 为 了 帮助 自己 理解 ， 举 出 示例 一 


泰 来 拉 真 是 义 率 直 义 有 活力 。 不 过 .….….…. 
“我 襄 ， 你 这 也 太 人 危险 了 ， 列 到 处 挥 筷子 行 不 行 啊 ? ” 


东 东 拉 赶 汉 放 下 于 ， 满 脸 通 红 。 


2.2 米尔 器 

“你 去 哪儿 了 ? ” 

我 刚 回 到 教室 ， 米 尔 嘉 出 地 一 下 就 凑 了 过 来 。 

米尔 嘉 上 高 二 ， 跟 我 同班 ， 是 位 才女 。 尤 其 数学 出 类 拔 苹 。 一 头 乌黑 长 


肥 配 上 金属 框 眼 代 ， 噩 挑 挺 拔 ， 容 次 六 丽 。 只 要 她 一 靠近 我 恒 边 ， 我 刺 
感觉 周围 的 气氛 瞬间 严肃 了 。 


“去 楼 顶 上 呈 午饭?” 


她 把 脸 竣 近 ， 案 有 旧 看 我 的 眼睛 。 柑 权 系 的 香味 由 痰 转 浓 ， 锐 利 的 眼光 笔 
卫 地 刺 癌 我 的 心里 。 不 妙 ， 她 似乎 心情 不 好 。 


“ 曙 ...... 至 看 我 ? ”米尔 对 缕缕 睐 起 了 眼 。 
“这 .这 个 .你 …… 你 看 ， 午 休 的 时 候 你 不 是 不 在 教 宇 呆 。 所 以 我 


起 你 是 不 是 去 盘 僵 那 了 。 
我 到 压 在 找 什 么 便 口 啊 ? 可 是 不 知 怎 的 ， 我 在 她 面前 就 是 拾 不 起 头 来 。 


“我 去 老师 办 公 室 了 。” 她 表情 缓和 J 了 些 ,“ 我 把 之 前 的 报告 拿 给 村 木 老 
师 看 ， 还 是 老 样 子 ， 他 义 给 了 我 一 张 莉 的 卡片 ， 问 题 很 奇妙 。” 

村 木 老 师 是 我 们 的 数学 老师 。 人 有 点 怪 ， 不 过 很 喜欢 我 们 ， 经 香 会 给 我 
们 出 一 些 有 趣 的 数学 问题 。 虽 然 粮 古 跟 上 上 诛 和 若 试 完全 无 关 的 内 容 ， 但 
是 最 后 反而 使 我 们 理解 得 更 加 清楚 了 了。 我 、 友 和 东 拉 和 米尔 对 都 很 蛙 受 和 
村 木 老 师 的 这 种 交往 方式 。 

米尔 器 把 卡片 化 给 我 。 


问题 2-2 


以 原点 为 中 心 的 单位 贺 上 ， 存 在 无 数 个 有 理 点 吗 ? 


“有 理 点 是 .…..x 坐标 和 y 坐标 都 是 有 理 数 的 点 ， 对 吧 ? ”我 说 。 有 理 数 
是 和 局 这 种 可 以 用 正 数 比 表示 的 数字 。 以 有 再 数 为 坐标 的 点 就 叫 作 
理 鼎 。 


(0, 1), (-1, 0), (0, -1) 这 四 个 不 证 目 明 的 有 理 点 。 问 题 是 ， 除 了 这 四 个 点 
之 外 ， 是 人 奋 还 和 存在 其 他 ' 无 数 个 ;有 理 点 。” 





以 原点 为 中 心 的 单位 圆 以 及 四 个 不 证 目 明 的 有 理 点 


以 原点 为 中 心 的 单位 圆 ， 其 半径 为 1， 而 0, 1, -1 这 些 整 数 也 属于 有 理 数 
的 一 种 ， 所 以 它 与 坐标 轴 相 交 的 后 的 确 为 有 理 操 。 


“单位 圆 上 好 像 是 存在 无 数 个 有 理 点 啊 ..…….* 我 带 着 半分 自 说 自 话 的 语气 


念 明 。 

“为 什么 ? ”米尔 对 的 眼睛 一 党 。 

“因为 ， 没 办 法 避 开 密 不 透风 的 有 理 点 去 画 出 一 个 圆 不 是 吗 ? ”我 说 。 

“ 那 就 不 算数 学 了 。” 米 尔 嘉 伸 出 食指 ， 笔 直 地 指 着 我 。“ 别 说 我 们 的 手 
了 ， 就 算是 圆规 ， 也 夯 不 出 真正 的 圆 。 现 实 世 界 里 ， 把 圆 画 得 再 怎么 正 
确 ， 也 不 能 知道 它 有 没有 通过 有 理 点 吧 ? ” 

“这 个 呆 ， 是 这 么 回 事 。? 我 老实 承认 。 圆 的 真实 的 样子 .…… 

“不 过 ， 在 现实 世界 里 ， 我 们 有 胜 过 一 切 的 道具 一 一 数学。 是 不 是 ?” 
“我 知道 了 ， 米 尔 曼 。 古 我 随 随便 便 融 下 结论 了 。 恕 之 ， 把 au p,c,d 充 


为 整数 ， 用 (5: 引 来 表示 单位 加 上 点 的 坐标 ， 专 心 致 志 地 算 ， 就 能 得 出 
结 末 了 吧 。” 


“整数 的 结构 ， 是 由 质 因 数 表 示 的 。” 
“有 理 数 的 结构 ， 是 由 整数 之 比 表示 的 。” 


然后 ， 她 有 恶 作 剧 般 地 扬 起 了 嘴角 。 
“不 过 ， 我 刚刚 在 想 别 的 事 。” 
人 

“你 午饭 是 一 个 人 吃 的 呢 ， 还 是 .....” 


“ 译 ? ”居然 冷 不 丁 给 了 我 一 句 。 


“或 者 ， 能 不 能 把 圆 上 的 有 理 点 和 :* 荣 个 无 数 存 在 的 东西 :进行 映射 


了 呢 ? ? 炒 尔 勇 一 下 了 把 士 题 拉 回 了 数 午 。 

“我 在 楼 顶 和 泰 赤 拉 一 起 虑 的 午饭 .…….” 

“很 城 实 晰 。 赐 巴尔 骑士 称号 与 宇 齐 。” 

这 么 说 看 ， 米 尔 肥 往 我 眼前 思 了 一 条 哥 巧 威 化 巧克力 。 
我 于 重地 接 下 了 巧克力 。 

下 午 课 的 上 课 铃 啊 了 。 

真是 的 ， 这 都 什么 跟 什 么 啊 。 


2 

“ 阿 ， 哥 可 你 来 啦 ! 人 家 好 高 兴 吗 ! ” 尤 里 说 。 
“ 丑 体 怎么 样 ? ” 

放学 后 ， 我 从 学 校 坐 公交 去 了 中 央 医 院 。 


看 到 我 进入 病房 ， 尤 里 摘 下 树脂 框 眼 锐 ， 面 市 舌 意 ， 看 上 去 很 高 兴 。 她 
似乎 一 二 徘 在 床上 读书 ， 蕊 尾 关 上 绑 着 黄色 的 缴 市 。 


“ 忌 沉 得 有 所 械 糙 。” 尤 里 调 。 

几 天 前 ， 也 就 古 我 们 一 起 吃 完 加 子 咖 嘿 饭 的 第 三 天 ， 尤 里 因为 脚 痛 去 了 
医院 检查 。 没 想到 束 这 么 住院 了。 具体 不 太 清 楚 ， 说 是 友 现 骨头 有 些 不 
对 劲 。 

“你 好 ， 尤 里 ， 初 次 见面 。” 

泰和 打 拉 从 我 背后 探 出 脑袋 。 

“哥哥 ， 这 位 是 ......? ” 

“我 学 妹 泰 条 拉 。 我 们 一 起 来 探望 你 的 。” 

“这 个 这 丛 你 万里” 


泰 赤 拉 把 路 上 从 伦 店 洋 的 一 小 摊 伦 如 给 尤 里 。 尤 里 沉 责 地 接 过 伦 ， 扩 了 
扩 尖 回应 。 


“学 长 ? 她 叫 你 哥哥 ? ” 秦 赤 拉 问 。 

“ 尤 里 是 我 表妹 ， 她 从 小 束 这 么 叫 我 。” 

我 在 一 边 的 金属 折 墅 柄 上 坐 下 ， 泰 朱 拉 也 坐 下 ， 来 回 打 量 看 病房 。 
“上 次 我 们 一 起 搞 的 时 钟 巡 回 ， 真 是 太 有 意思 了 ! ” 尤 里 先 一 步 说 


话 ,，““ 示 盘 数 字 的 个 数 : 和 :级 数 ' 互 质 融 能 完全 巡回 对 吧 ， 人 家 最 辟 欢 听 
哥哥 讲 数 学 了 ! 谁 让 哥哥 是 人 家 的 专属 老师 呆 ! ” 

“学 长 确实 很 会 教 人 呢 ， 我 也 从 等 长 那 .…...” 
“我 襄 ， 哥 可 ! ”万 里 打 断 了 泰和 东 拉 的 话 , “那天 晚上 ， 我 们 一 起 吃 的 超 
阁 咖 唾 饭 ， 真 征 好 辣 哦 ! 闵 过 涉 了， 害 得 人 家 哆 水 都 哆 撑 了。 吃 完 饭 后 
哥哥 讲 的 费 马 大 定理 也 好 有 意思 啊 ...... 稍 微 变 换 一 下 色 股 定理 的 方程 式 
束 没 有 日 然 数 解 了 ， 还 真是 不 可 思议 鄙 ......” 

尤 里 兴 冲 冲 地 说 个 不 停 ， 泰 来 拉 只 好 闭口 不许。 病房 里 的 氛围 开始 有 些 
不 妙 ， 这 时 尤 里 的 妈妈 进来 了 ， 我 松 了 一 口气 。 

“直接 从 学 校 过 来 的 吗 ? 制服 挺 漆 完 的 呆 ! 这 位 是 ..…... 女 朋友 ? 哎呀 
呀 ， 太 客气 了 ， 其 实 蚜 ..…...” 

听 完 尤 里 妈妈 的 一 退 咏 明 ， 我 们 赶 案 走 出 了 病房 。 


然而 ， 尤 里 的 妈妈 追 了 上 来 ， 
“不 好 意思 ， 尤 里 说 有 话 想 告诉 你 那 位 女 朋友 ， 能 让 她 来 一 下 吗 ?” 


“ 谈 ? 我 吗 ? ” 
我 在 电 柳 表 等 了 一 分 钟 元 右 ， 泰 东 拉 殉 回 来 了 。 好 像 在 深 中 看 什么 。 


2.4 ”证 达 凡 拉 榨 半 机 

我 们 一 起 从 公交 去 车 站 ， 进 了 一 家 名 叫 “ 辟 子 ” 的 咖啡 店 。 

“她 跟 你 说 了 什么 ? ”我 问 。 

“ 没 .….….. 没 什么 。” 肥 未 拉 仿 糊 其 厂 ， 指 看 柜台 里 和 面 说 ,，“ 学 长 ， 你 看 ! ” 
rd tte 
所 的 一 闹 一 个 个 深入 机 右 里 。 机 上 上 面 号 看 “第 达到 拉 : 榨 六 机 ”。 

哥 拉 ? 

“我 要 一 杯 概 放 1 

局 子 喇 叶 号 旱地 次 动 看 ， 深 入 机 帮 的 瞬间 就 被 目 动 切 碎 了 。 直 到 梯子 被 
绞 出 汗液 为 止 ， 整 个 制作 过 程 都 是 咀 明 可 见 的 。 泰 朱 拉 看 看 机 织 ， 我 看 
独 她。 还 真是 个 好 奇 心 旺盛 的 女孩 子 啊 。 


“超级 好 哆 的 ， 学 长 ! ” 泰 赤 拉 哆 看 刚 榨 好 的 新 鲜 查 汗 说， “话说 回来 ， 
那 之 后 我 找 了 几 个 基本 义 股 数 的 例子 。” 


泰 林 拉 翻 开 笔记 本 。 
(3，4，5) 3 2 52 
(7, 24, 25) | 24 = 2 
[9. 40. 41) g2 402 412 
“你 怎么 找 的 ? 39 


“根据 a< + b* = c*， 把 其 中 的 a 逐次 增 大 ， 然 后 拿 符合 条 件 的 目 然 数 代 

入 b 和 cc 中。 我 发 现 (a, b,c)= (3, 4,5) 的 话 ，c-b=5-4=1 成 立 。 在 

A 有 由 组 都 是 c- b = 1。 这 一 定 是 个 重 要 
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“不 过 ， 这 是 因为 你 找 的 方法 太极 疹 了 吧 ? 将 a 边 边 长 设 得 很 短 ， 束 会 
形成 一 个 只 有 一 边 很 短 的 直角 三 角形 。 比 如 说 (9, 40, 41) 束 是 个 非 稼 细 
长 的 下 角 三 角形 。 因 为 形状 细 长 ， 所 以 斜 边 和 男 一 下 角 边 长 有 度 相近 ， 这 
是 再 正常 不 过 的 事 了 吧 。” 

“这 样 啊 ......” 

过 了 一 会 ， 条 条 拉 说 道 :“ 要 是 有 个 机 右 能 像 那 个 ‘ 毕 达 哥 拉 : 榨 汗 机 ; 那 
样 ， 从 上 面 把 橙子 放 进 去 ， 下面 束 会 目 动 出 来 基本 义 股 数 就 好 了 。” 
“不 过 ， 放 进 不 同 的 林子 要 出 来 不 同 的 基本 勾 股 数 才 行 呢 ! 哎呀 ， 
我 们 在 胡说 些 什 么 昵 。” 


我 们 突 了 。 





2.5 家 中 

夜晚 。 

家 里 人 都 已 进入 梦乡 。 我 独自 在 书桌 前 思考 数学 。 旁 边 空 无 一 人 ， 无 人 
与 我 措 话 。 这 是 我 一 天 中 非常 宝贵 的 时 间 。 

听课 是 为 了 刺激 自己 学 数学 ， 读 书 也 是 为 了 研究 数学 。 但 是 如 果 不 留 出 
时 间 充 分 开动 脑筋 ， 动 手 实践 ， 听 课 和 读书 就 完全 没有 意义 了 。 

今天 就 沉 下 心 来 思考 泰 洒 拉 的 问题 吧 。 

“存在 无 数 个 基本 勾 股 数 吗 ? ” 


自 先 ， 试 看 列表 总 结 一 下 其 本 义 股 数 ， 看 看 能 不 能 发 现 什 么 。 
D 1 

7 2 

15 17 

日 4 

2.5.1 调查 奇偶 性 

我 注意 到 c 月 定 为 奇数 ， 于 是 就 试看 把 表 里 所 有 的 奇数 都 北上 了 圆圈 。 


nm 


器 
[站 


四 40 
在 奇数 上 疾 上 圆圈 


fr 


喷 ? a 和 4b 之 中 似乎 总 有 一 个 是 奇数 。 不 过 这 是 侦 然 ?还 是 一 般 现 象 ? 
我 把 心中 的 疑问 记 了 下 来 。 

问题 2-3 

存在 a 和 4b 乡 为 偶数 的 基本 勾 股 数 (qa, b,c) 吗 ? 
我 认真 地 思考 着 。 
咽 ， 这 个 问题 不 难 。 绝 对 不 存在 a,b 都 是 偶数 的 情况 。 因 为 如 果 假 设 a， 
b 都 为 偶数 ， 这 样 由 a* + b*=c? 这 个 关系 式 可 知 ，c 也 会 是 偶数 。 因 为 
qa,b 都 是 偶数 的 话 ，a- 和 b* 都 古 侦 数 ， 两 个 偶数 的 和 和 as + b* 也 是 偶 
数 。 又 因为 ?就 等 于 qr*+b， 所 以 c* 也 是 偶数 。 平 方 为 偶数 的 数字 只 
能 是 个 数 ， 所 以 c 是 偶数 。 
也 就 是 说 ，a,b 如 果 都 是 偶数 ，c 自然 而 然 束 为 俩 数 。 然 而 这 违背 了 基 
本 义 股 数 的 定义 : qa, b,c 的 最 大 公约 数 为 1。 因 为 a, b, c 全 是 偶数 的 
话 ，a, b,c 的 最 大 公约 数 束 会 大 于 等 于 2。 


由 此 可 以 说 “a 和 上 4b 不 能 宵 为 偶数 ”"。 虽 然 不 知道 这 能 否 成 为 解 开 泰 示 拉 
卡 记 上 问题 的 重要 线索 ， 不 过 这 的 确 征 一 个 重要 的 事实 。 


我 徘徊 在 数学 公式 的 森林 中 ， 对 于 我 而 言 ， 重 要 的 事实 犹如 用 来 做 标记 
的 丝 市 。“a 和 上 bb 不 能 丝 为 侧 数 ”这 个 事实 也 是 一 条 丝 市 。 为 了 不 时 之 需 
还 是 先 绑 在 树枝 上 吧 。 说 不 定 在 探寻 森林 出 口 时 就 能 派 上 用 场 。 

解答 2-3 

不 存在 a 和 了 和 皆 为 倡 数 的 基本 勾 股 数 (a, b, c)。 

2.5.2 ”使 用 数学 公式 


曙 ...... 基 本 义 股 数 中 ，a,b 不 会 则 为 偶数 ， 那 么 是 侣 仓 在 “ 香 为 奇数 ”的 
情况 呢 ? 


问题 2-4 


存在 a 利 缘 为 奇数 的 基本 色 股 数 (ab o) 吗 ? 


现在 假定 a 和 虱 是 可 数 ， 然 后 跟 刚才 一 样 调 便 可 侦 性 。 

a 是 奇数 ， 则 qa* 也 为 奇数 。b 是 奇数 ， 则 b* 也 是 奇数 。a* + b= 奇数 + 
奇数 = 侦 数 。 由 qa*+b*=c? 可 知 ，c 为 偶数 。c- 为 偶数 的 话 ，c 也 是 偶 
数 。 也 束 是 说 ，c 是 2 的 倍数 。2 的 代数 的 平 亡 是 4 的 倍数 ， 因 此 可 以 
得 知 c? 是 4 的 倍数 。 咽 ,这 想法 有 戏 。 然 后 ， 然 后 .….….. 这 之 后 能 推断 
出 什么 呢 ? 

好 吧 ， 用 效 学 公 却 吧 。 


假定 a,b 宵 为 森 数 ， 如 下 所 示 ， 分 列 用 目 然 数 J,K 来 表示 a,b。 


将 其 代入 义 股 定理 。 
0 十 一 6 义 股 定理 
(2 TR = 代 A 人 R= 1 6= 91 
(4 dK 二 展开 
二 整理 
全 把 4 提 到 括号 外 


在 这 个 式 子 左边 的 4(J“-J+K -K)+2 中 ， 因 为 后 面 的 +2 是 用 4 除 不 
尺 的 ， 所 以 整个 式 子 用 4 除 不 尽 。 


男 一 方面 ， 右 边 的 c 是 4 的 倍数 ， 也 就 是 说 可 以 被 4 整除 。 

左边 用 4 除 不 斥 ， 石 边 可 以 被 4 整除 。 这 了 驶 构成 了 克 盾 。 

根据 反 证 法 ， 假 定 的 “a,b 皆 为 奇数 不成立， 因此 ab 不 能 缘 为 奇数 。 
解答 2-4 


不 存在 a 和 b 皆 为 奇数 的 基本 勾 股 数 (a, b, c)。 


结果 表明 ，a 和 上 其 中 一 方 为 奇数 ， 另 一 方 为 代数 。 换 言 之 ，a 和 jb 的 
奇偶 性 不 一 人 至。 也 就是 说 ， 只 能 存在 “a 为 奇数 ，b 为 侦 数 ”或 “a 为 侦 
数 ，b 为 奇数 ”的 情况 。 在 此 假设 “a 为 奇数 ，b 为 偶数 ”"。 因 为 a 和 上 b 的 
奇偶 性 刚好 相反 ， 所 以 想 求 “a 为 俩 数 ，a 为 奇数 ”的 情况 时 ， 只 雷 要 交 
所 aa 和 的 位 置 即 可 。 


好 了 ， 继 续 吧 ! 话说 ， 肚 子 有 点 饿 了 呢 。 
2.5.3” 问 看 乘积 的 形式 进 友 
我 走 到 厨房 ， 拿 了 一 块 妈妈 珍藏 的 GODIVA 巧克力 。 


说 起 巧克力 ， 之 前 还 从 米尔 对 那 拿 了 一 块 柯 巧 威 化 巧克力 。 我 想起 了 当 
时 她 说 的 话 。 





“整数 的 结构 ， 是 由 质 因数 表示 的 。” 


确实 ， 分 解 质 因数 就 能 明白 整数 的 结构 。 但 是 怎么 把 q? + bp? = c2 分解 质 
因数 昵 ?” 咽 ..……….. 不 用 质 因 数 的 乘积 ， 只 用 “乘积 的 形式 ”表示 行 不 行 ? 
站 勾 股 定理 
be 将 a? 移 到 等 式 右 边 , 形成 “两 个 数 的 平方 差 ” 
52 = (e+ oj)(e - a) “两 个 数 的 平方 差 等 于 两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 ” 


隅 。 这 下 得 到 了 (c+ qa)(c- a) 的 “乘积 的 形式 ”。 但 是 c+ta 和 c-a 痢 不 
一 定 是 质数 ， 所 以 这 不 能 称 为 分 解 质 因数 。 这 条 路 走 不 通 吗 ..……. 


照 .…... 啊 ， 我 太 傻 了 ， 又 不 是 “总 忘记 条 件 的 泰 傈 拉 *， 怎 么 把 条 件 给 和 
了 呢 。 计 算 前 不 是 已 经 假定 a 为 奇数 ，b 为 偶数 了 吗 。 因 为 a 为 奇 
数 ，b 为 偶数 ， 所 以 c 就 为 奇数 。 这 样 c 和 a 都 是 奇数 ，c + a 就 是 侦 
数 ，c-a 也 是 偶数 。 因 为 奇偶 数 之 间 普遍 存在 着 以 下 关系 。 


可 数 + 可 数 = 仙 数 


奇效 - 奇数 = 偶数 
因为 c 和 a 者 是 奇数 ， 所 以 下 述 陈 子 成 立 。 


c+a= 偶数 
c-a= 侦 数 


c+a 和 c-a 缘 为 偶数 ，b 也 是 偶数 ..…....。 好 ， 用 数学 公式 把 “ 侦 数 ”表现 
出 来 看 看 。 将 A, B, C 设 为 自然 数 ， 可 写成 如 下 形式 。 


等 一 下 ， 这 样 A 会 不 会 变 成 负数 呢 ? 不 ， 不 会 的 。 因 为 ww b,c 是 直角 三 
角形 的 三 条 边 ， 斜 边 c 肯 定 长 于 直角 边 a， 也 融 是 说 c>a。 上 所 以 c-a> 
0, 2A > 10。 那么 ， 来 研究 一 下 A, B,C 吧 。 
a = 勾 股 定理 
太一 c2 一 a2 将 a2 移 到 等 式 右 边 ， 形 成 “两 个 数 的 平方 差 ” 
B? = (c 十 a)(c 一 a) “两 个 数 的 平方 差 等 于 两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 ” 
(08Y = 0) 用 有 A, B,C 来 表示 


4B” = 4AC 计算 
= 4C 两 边 同 时 除 以 4 


这 下 残 把 勺 股 定理 中 目 然 数 qa, b,c 的 “和 的 形式 ”变换 成 了 目 然 数 A, B,C 
的 “乘积 的 形式 ”。 只 调查 一 下 a b,c 的 奇偶 性 ， 就 迈 出 了 一 大 步 。 但 
旦 ， 还 不 知道 这 条 路 走 得 对 不 对 。 


“= AC 的 左边 是 平方 数 ， 右 边 是 乘积 的 形式 。 虽 然 化 成 了 乘积 的 形 
式 ， 不 过 下 一 步 应 该 从 哪 边 看 手 呢 ? 


2.5.4 互 质 


B- = AC 这 个 式 子 到 底 能 说 明 什 么 呢 ? 


我 统 看 房间 来 回转 疾 ， 呈 四 吾 想 ， 坏 视 书 染 ， 突 然 脑 中 泽 现 出 尤 里 路 看 
脚尖 张望 的 育 影 。 这 时 我 耳 边 啊 起 目 己 说 过 的 那 句 话 。 


“就 算是 明摆着 的 事 ， 最 好 也 要 认真 总 结 下 来 哦 。” 


那么 ， 总 结 一 下 明 摆 看 的 事 吧 。 

ec-a=2A., 

。 b=2B, 

e C+a=2C。 

。 B- = AC。 

ea 和 c 和 是 互 质 的 ..…... 
等 等 ,qa 和 c 是 互 质 的 吗 ? 根据 基本 勾 股 数 的 定义 可 知 ，a, b,c 的 最 大 
公约 数 为 1。 然而 怠 算 三 个 数 的 最 大 公约 数 为 1， 其 中 两 个 数 的 最 大 公 
约 数 也 不 一 定 为 1。 比方 说 3, 6, 7 这 三 个 数 的 最 大 公约 数 为 1， 但 是 把 
3 和 6 单 拿 出 来 ， 它 们 的 最 大 公约 数 是 3...... 


不 ， 不 对 。 因 为 存在 a + b*=c 这 个 关系 式 ， 所 以 在 其 本义 股 数 的 情况 
下 ， 可 以 说 “a 和 c 的 最 大 公约 数 征 1。 


现在 假设 a 和 c 的 最 大 公约 数 为 gqg， 且 g 大 于 1， 那 么 存在 目 然 数 
J ,KK 使 得 a = gJ, c= gK。 然 后 ..….... 


te, et 


这 样 ?就 是 g? 的 倍数 ， 所 以 b 是 g 的 倍数 。 也 就 是 说 ，a b,c 这 


合 q, b,c 三 个 数 互 质 这 一 条 件 ， 


三 个 数 者 是 g 的 倍数 。 然 而 这 不 符合 
1 这 个 假设 不 成 立 ， 所 以 a 和 ec 的 


所 以 a 和 c 的 最 大 公约 数 g 大 于 
最 大 公约 数 是 1，a 和 c 是 互 质 的 。 
则 理 可 证 aa 和 bb，bD 和 c 之 间 也 是 互 质 的 。 


现在 已 知 a 和 c 互 质 。 咖 .话说 回来 ， 此 时 A 和 C 了 呢 ? A 和 C 也 是 
互 质 的 吗 ? 


问题 2-5 
a 和 c 互 质 当 c-a=24，c+a=2C 时 ， 可 以 说 A 与 C 互 质 吗 ? 
我 认为 可 以 说 A 与 C 互 质 。 但 是 说 “认为 ”" 太 主观 ， 必 须 证 明 才 行 。 
这 个 命题 ， 用 反 证 法 马上 就 能 证 明了 啊 。 
反 证 法 一 -假定 原 命 题 不 成 立 ， 从 而 推导 出 矛盾 的 方法 。 
要 证 明 的 命题 是 “A 和 C 互 质 *， 所 以 反 过 来 假设 “4 和 C 不 互 质 *。 此 时 
A 和 CC 的 最 大 公约 数 不 为 1， 即 大 于 等 于 2。 把 A 和 C 的 最 大 公约 数 设 


为 d(d>2)。d 是 A 和 CC 的 最 大 公约 数 ， 所 以 既是 A 的 约 数 ， 也 是 CC 的 


约 数 。 反 过 来 襄 ，A 和 C 都 是 d 的 倍数 ， 因 此 存在 满足 以 下 关系 式 的 目 
2 人 

A 二 dd 

Ce 


CF 如 二 44 
cE 二 a= 2 


那么 就 用 A' 和 C' 来 表示 a 和 c。 


刃 一 万 面 ， 下 式 是 成 并 的 。 


(ec 十 中 十 从 一 相 =2C+24 把 上 述 两 个 等 式 相 加 以 消去 a 
2c = 二 2(C 十 4) ”对 等 式 两 边 进 行 整理 
c 一 心 十 4 将 等 式 两 边 同 时 除 以 2 
c= 二 dC"+d4 用 4C 来 表示 4,C 
c 二 d(C" 十 A) 提出 < 
这 次 我 来 消去 c。 
(c+a) 一 (c 一 a)=2C 一 24 将 上 述 两 个 等 式 相 减 以 消去 C 
20 二 2(C 一 4) ”对 等 式 两 边 进 行 整 理 
a=C—A 将 等 式 两 边 同时 除 以 2 
a 二 dC"' 一 dhA' 用 4 C 来 表示 4C 
a 二 d(C" 一 A) 提出 a 
由 a= d(C'-A' 可 知 “a 是 4q 的 倍数 ”。 
因为 a 和 c 都 是 q 的 傍 数 ， 所 以 q>2 是 a 和 cc 的 公约 数 。 换 言 之 ， 
即 “a 与 c 的 最 大 公约 数 大 于 等 于 2”。 然 而 问题 中 给 出 的 条 件 是 a 与 c 
互 质 ， 所 以 “a 与 c 的 最 大 公约 数 应 该 为 1”?。 好 ， 这 样 束 引出 了 刻 盾 。 


出 现 予 盾 ， 是 因为 最 初 假设 了 “A 和 C 不 互 质 ?"。 因 此 ，“A 和 C 不 互 
质 ” 是 不 正确 的 ， 根 据 反 证 法 可 知 “A 和 C 互 质 ”。 


解答 2-5 
a 与 c 互 质 ， 当 c-a=2A, c+a=2C 了 时 ， 可 以 说 A 与 C 互 质 。 


至 此 已 经 求 得 “A 与 C 互 质 *， 这 也 是 个 重要 的 事实 ， 生 第 二 条 标记 用 的 
丝带 。 


我 将 第 二 条 丝 市 绑 在 树 上 ， 深 呼吸 。 虽 然 有 点 蒜 ， 不 过 还 能 在 林 中 走 一 
孟子 。 接 下 来 ， 往 哪儿 走 呢 ? 


刚刚 考虑 的 式 子 B* = AC 难 不 成 相当 于 “平方 数 ” 等 于 “ 互 质 的 两 个 整数 的 
乘积 ”? 这 难道 是 路 标 吗 ? 


2.5.5 分解 质 因 数 
现在 舞台 已 经 从 a, b,c 转向 了 A, B, C。 
问题 2-6 
。 A, B, C 是 自然 数 。 
。B = AC 是 成 并 的 。 
。A 和 C 互 质 。 
此 时 ， 就 没有 什么 有 趣 的 东西 吗 。 
“有 趣 的 东西 ?是 指 什么 啊 ， 我 忍 不 住 吐 槽 自己 。 
Ai 


我 义 想 起 了 米尔 天 的 里。 
“你 数 的 结构 ， 十 由 质 因 数 表 示 的 。” 


这 样 啊 ...... 将 A, B, C 分 解 质 因 数 ， 会 变 成 什么 形式 呢 ? 以 下 这 种 形式 
吗 ? 


A=a02::: 0s 1 ~ Gs 是 质数 
B= hba:...b bl ~ bs 是 质数 
C= C1C2 Cu cL 心 Cw 是 质数 


把 以 上 式 子 代入 关系 式 B2 = AC 观察 一 下 。 


B*= AC 4, 吾 ,C 之 间 的 关系 式 
(51p2 be)” = (alaa .…asjfclca Ca 将 A, B,C 分 解 质 因数 
bib2 :bt = (a1Q2:--Gs)(c1c2 -+ -cu) 展开 等 式 左 边 


喔 ? 将 B2 分 解 质 因数 时 ， 质 因数 咏 全 变 成 了 茱 这 种 平方 的 形式 。 
A A 


例如 18? 这 个 平方 数 ， 分 解 得 18> = (2x 3 x 3) = 2? x 34， 里 面包 含 质 因 
数 2 和 3，2 和 3 的 个 数 都 是 个 数 想 想 束 觉得 理应 如 此 。 


根据 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 一 一 分 解 质 因 数 的 方法 是 唯一 的 
可 知 ，B* = AC 的 左边 和 右边 ， 质 因数 列 是 完全 一 致 的 。 左 边 出 现 的 质 
因数 应 该 也 会 在 右边 的 菏 处 出 现 。 也 束 古 说 一 一 


啊 ， 我 明日 了 ! 


在 此 ， 第 二 条 丝带 “A 与 'G 互 质 ”这 个 条 件 有 用 了 。 A 与 C 互 质 ， 也 
束 是 说 A 与 C 的 最 大 公约 数 为 1， 换 言 之 束 是 A 和 CC 没有 共同 的 质 因 
数 。 考 虑 B 的 质 因数 by， 则 任意 一 个 质 因数 bj 不 包含 在 A 中 ， 就 包含 
在 C 中 ! 


沿用 刚才 的 例子 2* x 33， 这 个 数 可 以 表示 为 互 质 的 两 个 自然 数 A 与 C 

的 乘积 。 如 果 有 1 个 质 因数 2 包含 在 A 的 质 因数 分 解 中 ， 则 所 有 的 2 

都 应 该 包含 在 A 的 质 因数 分 解 中 。 如 果 有 1 个 质 因 数 3 包含 在 A 的 质 

因数 分 解 中 ， 则 所 有 的 3 都 应 该 包含 在 A 的 质 因数 分 解 中 。 某 个 质 
-aii 和 C 中。 和 拿 24 x 34 来 说 ， 只 能 出 现 如 下 四 种 拆 分 方 
法 。 








] 2 过 
22 3 

4 器 过 

22 x 引 1 


A 和 C 中 不 能 出 现 相 同 的 质 因 数 。 而 且 质 因数 的 个 数 是 侦 数 ...... 这 也 就 
意味 着 ，A 和 C 都 是 平方 数 。 


解答 2-6 
e。A, B,C 是 日 然 数 。 
。 B= AC 是 成 立 的 。 
。A 和 C 五 质 。 

此 时 ，A 和 C 是 平方 数 


历 害 历 害 ， 因 为 A 和 C 是 平方 数 ， 所 以 可 以 用 目 然 数 m,n 来 表示 ， 如 
下 所 示 。 
Cm 
A 二 nn 


A 不 过 还 可 以 击 进 。 弄 错 了 方 回 的 证 ， 骨 回 尖 看 看 笔 
记 束 好 。 


因为 A 和 CC 没有 共同 的 质 因数 ， 所 以 时 无 疑问 ，m 和 也 是 互 质 的 。 
到 头 来 a, b,c 都 可 以 用 互 质 的 m 和 n 来 表示 了 |! 


首先 ， 因为 a=C-A， 所 以 
a=C—A=m:—n’ 


二 Ee 所 以 m>n。 义 因为 a 是 琳 数 ， 所 以 m 和 n 的 琳 侦 性 应 该 是 
~ 一致 的 。 


接 下 来 ， 因 为 c= C+A， 所 以 下 式 是 成 并 的 。 


二 CC 二 A=m* 二 +n 


然后 义 因 为 b =2B， 上 所 以 .…… 这 里 需要 计算 一 下 。 


B” = 4C 
B* = (rn)(m’) 因为 A4=n*,C=m’ 
B’* = (mn) 整理 
B= mn 因为 中 > 0,mn > 0， 所 以 可 以 开平 方 


办 此， 可知 下 式 是 成 并 的 。 
b = 2B = 2mn 
最 后 ，a, b,c 就 可 以 用 互 质 的 m 和 n 来 表示 。 
(a, b,c) = (mm — ni, 2mn,m: + n) 


有 反 过 来 ， 像 上 面 这 样 用 m 和 n 的 形式 表示 的 一 组 数 (a, b, c) 肯定 二 基本 
们 股 数 。 这 个 只 要 计算 一 下 束 能 确定 。 


a2 十 到 二 (m2 一 mn2)2 十 卫 因为 a 二 mm? 一 7 
一 (mn) + QQmn) 因为 b= 2mmn 
二 mm 一 2mn 十 n 十 4m n> 展开 
=m +2mn’ +n 整理 mm” 项 
一 (mm +r) 因 式 分 解 
一 cf 使 用 c= 二 mm? 十 n* 


a, b,c 的 互 质 关 系 也 可 以 通过 简单 的 计算 得 到 。 


和 
研究 哥 侦 性 ， 留 意 看 互 质 这 个 条 件 分 解 质 因数 ..….... 我 得 到 了 基本 义 股 数 
的 一 般 形 式 。 


基本 勺 股 数 的 一 般 形式 


互 质 的 一 组 自然 数 (a, b, c)， 当 满足 关系 式 @ 十 六 = ec 时 ， 可 全 部 
用 以 下 形式 表示 “可 以 交换 q,b 的 位 置 ) 。 
em 和 和 nn 互 质 


[a=m:—n: 
:b= 2mn 
2 2 
cc 二 3m 二 nn 
。 满 中 条 件 m>n 
。 m,n 有 一 个 是 侦 数 ， 田 一 个 是 奇数 


这 下 ， 了 隐藏 在 基本 勾 股 数 中 的 结构 惑 译 现 出 来 了 。 只 要 明确 到 这 一 步 ， 
革 栗 拉 的 问题 目 然 孔 束 迎 刃 而 解 了 。 


不 同 的 质数 之 间 是 互 质 的 ， 所 以 使 用 质数 列 ， 束 应 该 可 以 创造 出 无 数 个 
基本 人 义 股 数 。 例 如 人 设 n=2，m 为 大 于 等 于 3 的 质数 。 把 m 依次 定 为 3 
5, 7, 11, 13 的 话 ， 从 m 和 nn 的 组 合 中 可 以 创造 出 不 同 的 (a, b, c)。 因 为 
质数 有 无 数 个 ， 所 以 可 以 创造 出 无 数 个 基本 勾 股 数 。 

路 途 很 漫长 ， 不 过 没有 行 差 踏 错 。 

解答 2-1 


存在 无 数 个 基本 义 股 数 。 


2.6 ”给 条 未 拉 讲解 

“这 样 啊 ! 如 果 是 我 的 话 ， 是 绝对 想不到 的 .…...” 秦 条 拉 扬 起 双手 说 道 。 
oe 

第 二 天 放学 后 ， 我 在 图 书 室 跟 泰 打 拉 讲解 昨 晚 的 解法 。 没 错 ， 方 法 就 是 
投入 m,n 这 两 个 水 果 ， 榨 出 基本 勾 股 数 这 杯 混合 果汁 。 

抱歉 ， 学 长 。 这 个 解法 很 厉害 ， 但 换 成 我 的 话 是 绝对 想不到 的 。 所 以 


该 怎么 说 呢 ...…. 厉 害 是 厉害 ， 但 是 太 厉 害 了 ， 反 而 不 好 拿 来 参考 了 。 这 
个 解法 暗 地 一 下 想 不 出 来 啊 ..…....” 


“我 也 不 古 暗 地 一 下 束 想 到 的 。 想 问题 残 好 比 在 森林 里 漫步 。 这 样 吧 ， 
这 座 我 们 一 起 来 想 想 问题 的 本 质 。” 


“整数 这 个 条 件 是 非常 强力 的 。” 我 展开 了 话题 ， 
O O O 
“整数 "这 个 条 件 是 非常 强力 的 。 


基本 勾 股 数 的 一 大 特征 ， 台 是 它 的 范围 内 不 包 人 台 实 数 ， 只 包 舍 整数 ， 严 
格 说 来 只 包括 目 然 数 。 实 数 的 话 值 具 有 连续 性 ， 是 不 间断 的 。 而 整数 的 
值 具 有 离散 性 ， 是 互相 孤立 的 。 


在 做 有 天 整数 的 研究 时 ， 研 究 厅 个 性 这 个 方法 很 有 效 。 所 谓 “ 研 完 琳 侦 
性 ?， 束 是 问 问 目 己 茶 个 数 是 奇数 还 是 偶数 。 实 数 没有 奇偶 性 ， 只 有 整 
数 才 谈 得 上 和 奇 借 性。 只 要 出 现 整数 = 整数 这 样 的 等 式 ， 两 边 的 奇偶 性 束 
古 一 致 的 。 然 后 ， 柯 效 + 奇效 = 个 效 ， 偶 数 x 整数 = 偶数 这 些 计 算 也 
起 到 了 作用 。 


“你 数 的 结构 ， 和 古 由 质 因数 表示 的 ”这 人 句 话 也 很 有 用 。 将 整数 分 解 质 因 
数 ， 你 数 的 结构 吏 时 而 吻 见 了 。 分 解 质 因数 的 结 条 是 唯一 的 ， 所 以 存在 
整数 = 整数 这 个 等 式 时 ， 左 边 式 了 于 分 解 质 因数 的 结 来 与 右边 式 于 分 解 质 


因数 的 结束 是 完全 一 致 的 。 我 们 瓯 利用 这 个 条 件 。 
如 何 利用 呢 ? 


我 们 将 其 落实 到 乘积 的 形式 。 构 成 滋 积 的 数字 称 为 因数 。 例 如 刚刚 有 圾 
到 AC 这 个 乘积 的 形式 。 此 时 的 A 和 C 者 是 因数 对 吧 。 你 应 该 知道 ， 质 
数 是 不 能 再 进行 质 因 数 分 解 的 。 如 末 和 是 两 个 因数 的 乘积 ， 那 么 一 个 质 因 
数 是 不 能 同时 出 现在 这 两 个 因数 之 中 的 。 所 以 我 采用 了 “两 个 数 的 平方 
二 等 于 两 数 之 和 乘 以 两 数 乙 过? 这 个 定理 ， 将 问题 落实 到 两 个 整数 的 乘 


积 


当然 ， 实 际 研究 问题 时 ， 用 数学 公式 表达 语言 这 门 技术 也 是 不 可 或 缺 
的 。 例 如 ， 把 “偶数 ”写作 2k， 把 “奇数 ”写作 2K-1 的 形式 ， 平 方 数 的 话 
就 写成 性。 像 这 样 ， 练 习 用 数学 公式 将 语言 表达 出 来 是 很 重要 的 。 之 前 
泰 条 拉 你 也 说 过 “这 就 像 写 数学 作文 ?对 吧 。 将 “奇数 ”写作 2K- 1， 应 该 
就 是 数学 作文 的 惯用 句 吧 。 

互 质 这 一 条 件 也 很 重要 。 两 个 数 互 质 ， 也 惑 是 没有 共同 的 质 因 数 。 根 据 
人 因数 不 能 分 别 包 含 于 两 个 因数 之 中 ”这 个 决定 性 的 
2 余 oo 


束 这 样 在 一 点 点 拓 开道 路 ， 寻 找 标 志 性 丝 市 的 途中 ， 束 会 逐渐 找到 和 森林 





的 出 口 了 。 一 一 嗯 ， 或 许 会 找到 ， 
O O O 

“ 唉 ..….” 索 人 打 拉 叹 了 口气 ， 

了 


“ 没 .…- .我 没事 。 刚 才 讲 的 用 数学 公式 表达 语言 ' 那 一 块 儿 ， 学 长 逐步 导 
入 了 不 少 变量 呢 。 用 数学 公式 表达 "偶数 :和 :平方 数 ,的 时 候 .… .我 很 不 
擅长 这 个 啊 ， 感 觉 一 导入 变量 反而 更 难 了 。” 


“原来 如 此 。” 


“出 现 整数 的 时 候 ， 办 法 是 先 研究 可 俩 性 ， 青 分解 质 因数 ， 变 化 成 乘积 
的 形式 ， 然 后 除 以 最 大 公约 数 爸 成 互 质 ..…...” 


“不 过 ， 这 不 适用 于 所 有 情况 哦 。” 
“ 曙 咽 ， 这 我 知道 ， 这 只 不 过 是 想 问 题 的 思路 。 也 束 古 说 ， 有 时 候 也 会 
走 铺路 对 吧 。” 


乔 错 了 方 同 的 话 ， 往 回 走 束 好 *。 细 细 想 来 ， 透 过 村 木 老师 出 的 
这 -1 个 问题 ， 似 于 可 隐约 看 网 训 数 上 实 的 样子 ”。 深 乞 这 个 问题 的 话 ， 征 
不 是 会 逐步 接近 数字 的 本 质 呢 .……… 


2.7 ”十 分 感谢 

泰 朱 拉 的 声调 突然 沉 了 下 来 。 

“学 长 ， 你 知道 .….. 我 .…... 现 在 .….. 在 想 什么 吗 ?* 
“ 履 ? 不 知道 。” 

话说 之 前 尤 里 也 问 了 差不多 的 问题 。 


“知道 我 在 想 什么 吗 ? ， 


“ 虽 ..………. 那 个 ， 捅 得 这 么 正 陈 挺 不 好 意思 的 .……. 我 想 跟 学 长 着 谢 。 关 

于 “存在 无 数 个 基本 义 股 数 吗 ;这 个 问题 ， 我 也 认真 地 想 了 。 我 真 的 有 认 
真 想 过 哦 。 今 天 昕 了 学 长 一 席 话 ， 胺 葵 菲 线 。 我 知道 了 解雇 整数 "问题 
的 狸 特 方式 一 一 奇人 异性 、 分 解 质 因 数 、 乘 积 的 形式 、 平 方 数 和 互 质 。 

感觉 整数 发 出 了 ' 改 嘎 肢 嘎 ' 的 声音 。 我 之 前 一 直 以 为 整数 比 二 次 方程 式 
和 微 积分 简单 ， 但 是 我 错 了 。 整 数 虽 然 看 似 很 简单 ， 但 不 能 小 看 它 ， 我 
得 闹 正 对 它 的 态度 .…... 这 部 多 亏 了 学 长 个 大 其 烦 地 帮 我 讲解 。 从 学 长 的 
YW OE EE 


泰 赤 拉 说 看 ， 脸 正 逐 渐 染 上 了 红 尝 。 


“很 多 事情 ， 我 之 前 部 认为 目 己 古 “ 异 ;有 的 。 义 股 定理 ， 我 恒 ! 整数 ， 我 
恒 ! 但 是 ， 或 许 我 只 是 和“ 目 以 为 恒 ..…...” 


泰 杰 拉 继 续 说 看 。 
“现在 我 很 明日 目 己 不 太 恒 整数 。 不 过 有 学 长 在 ， 我 束 会 人 不屈不挠 ， 勇 


往生 前 。 现 在 我 在 牺 林 中 迷路 了。 不 过 ， 我 感觉 总 有 一 天 ， 我 会 从 中 脱 
吴 .………. 我 说 的 这 些 话 ， 古 基于 数学 ， 义 不 全 是 天 于 数学 .2 





芭 东 拉 双 耳 通 红 ， 深 深 地 轴 了 个 躬 。 


“学 长 ， 谢 调 你 市 给 我 这 美好 的 旅途 。” 


2.8 单位 圆 上 的 有 理 点 
第 二 天 放学 后 ， 教 室 里 只 剩 下 我 和 米尔 嘉 


“找到 ' 某 个 无 数 存在 的 东西 '"， 就 没 这 么 难 了 。” 米 尔 嘉 站 在 黑板 前 ， 说 
是 要 用 有 趣 的 方法 证 明 “单位 贺 上 存在 无 数 个 有 理 点 ”。 


ee 0 在 黑板 上 慢 慢 地 男 了 一 个 大 加 。 我 用 眼睛 退 看 那天 丽 


“首先 再 来 确认 一 次 问题 。” 米 尔 天 襄 。 
O O O 


自 先 再 来 确认 一 次 问题 。 设 (x,y) 为 平面 坐标 上 的 一 个 点 ， 则 方程 式 
x*+y =1 表示 以 原点 为 中 心 ， 半 径 为 1 的 圆 。 在 这 个 加 上 “存在 无 数 个 
有 理 点 ”， 束 相当 于 方程 式 x* +y* = 1“ 存在 无 数 个 有 理 数 解 "， 这 两 个 命 


题 是 等 价 的 。 


现在 ， 通 过 圆 上 的 点 P(-1L 0)， 以 上 为 倾角 男 一 条 直线 f。 





用 和 直线? 分割 单 位 图 


因为 倾角 为 t 时 百 线 通过 点 了 (0,0， 所 以 直 线 上 的 方程 式 如 下 。 


y=itrt+t 


排除 卫 线 {与 融 相 切 于 点 P 的 情况 ， 除 后 P 之 外 ， 和 直线 {一定 偿 与 事 上 

为 一 把 相交 。 我 们 称 这 个 交点 为 Q@。 要 用 t 来 表示 点 Q 的 坐标 ， 只 要 解 

ee 因为 联 立方 程式 的 解 就 等 于 方程 式 所 表示 的 
形 的 区 扩 。 


人 二 1 圆 的 方程 式 
y=tr+t 直线 8 的 方程 式 


解 这 个 联 立 方程 式 。 
十 广 二 1 圆 的 方程 式 
r+(tr+t) =1 代 人 3 = 地 十 上 
rtr orl1 情 开 
2 十 to 二 247+t 一 1=0 将 1 移 到 等 式 左边 
(+1)z +2tzr+t 大 -1=0 提出 zx 
因为 妃 二 1 夫 0， 于 是 这 就 变 成 了 一 个 关于 x 的 二 次 方程 式 。 昌 然 用 二 次 
方程 式 的 公式 来 解 也 可 以 ， 不 过 由 点 P (-1 0) 的 x 坐 标 可 知 ，Xx= -1 是 
I 所 以 可 以 像 下 面 这 样 ， 提出 x+1 这 个 因 
I\o 
i 十 1). (Ge +1)z+i+ 人 {人 1)) 二 澡 
3 FTE Ns 
x+1=0 或 者 (t+1)x+(tt-1)=0 
因此 可 以 像 下 面 这 样 ， 用 上 表示 x。 


1 一 区 
1 + 





IT 二 一 1]. 


加 术 使 用 卫 线 万 程式 y=tX+t 也 可 用 t 表 示 y。 因 为 &%y)= (1,0) 不 
是 点 Q， 所 以 我 们 只 研究 ”= 二 5 的 情况 。 





i = 


1—t 
"ira) 














tl 
一 一 一 十 t+ 
1 十 祝 
i 
1+# 1+t2 
Hl +1+ 二 ) 
1+ 
2; 
开工 十 说 


eo 1t: ee 
这 样 就 得 到 了 = 王 E:Y = EE。 这 就 是 点 Q 的 坐标 ， 即 


lt 时 
1 二 + 1+€ 


那么 ， 我 在 想 能 不 能 把 加 上 的 有 理 点 和 “ 作 个 无 数 存在 的 东西 ”一 对 一 对 
应 呢 ? 现在 我 们 关注 y 轴 上 的 点 T。 使 用 点 TT 的 y 坐标 (D， 通 过 加 减 乘 
除 运 算 即 可 得 到 点 Q 的 坐标 。 也 就 古 说 一 一 如果 操 工 是 y 轴 上 的 有 理 
扩 ， 那 么 乓 Q 也 是 有 理 点 。 这 征 因 为 将 有 理 数 进 行 加 减 乘 除 运 算得 到 
的 还 是 有 理 数 。 可 以 通过 目 由 变换 y 轴 上 的 无 数 个 有 理 扣 得 到 点 T， 扣 
人 
理 扣 。 








于 找 态 了， 局 多 也 随 之 运动 


解答 2-2 
以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 ， 存 在 无 数 个 有 理 点 。 


O O O 
“原来 如 此 .…..” 我 说 。 
“你 还 没 发 现 吗 ? ”米尔 嘉 说 ， 
“什么 ? ， 


“今天 你 还 真 壕 钝 啊 ， 我 是 说 泰 示 拉 。” 


“我 没 跟 她 一 起 吃 午 饭 啊 。” 翻 什么 旧账 啊 ? 


“我 不 是 问 你 那个 ， 你 没 看 见 泰 赤 拉 的 卡 厂 吗 ? 将 qa, b,c 设 为 目 然 数 ， 
考虑 勾 股 定理 qa* + b* =c*， 两 边 同时 除 以 co， 会 出 现 什么 ?” 


a 

(©) + (3 

呵 ! 如 切 一 必要 是 如 + 只 = 工 的 解 ! 从 勾 股 定理 可 以 引出 单位 圆 ! ” 
“你 要 是 说 出 现 了 单位 圆 上 的 有 理 点 ?就 好 了 。 不 同 的 基本 色 股 数 ， 就 对 
应 不 同 的 有 理 点 !e'*)。 存在 无 数 个 基本 色 股 数 ': 和 "单位 圆 上 存在 无 数 个 
有 理 点 是 等 价 的 。 两 张 卡 刻本 质 上 是 一 个 问题 。” 


Js 





单位 图 和 勾 股 数 的 关系 


“ 没 想到 你 会 这 么 吃惊 ， 你 真 的 一 直 都 没 注意 到 吗 ? 米尔 嘉 说 。 


没 注意 到 .……… 

泰 赤 拉 有 的 卡 厂 上 写 看 整数 的 关系 。 

米尔 肚 的 卡片 上 写 看 有 理 数 的 天 系 。 

看 了 两 张 卡 请 ， 却 没 注意 到 是 同一 个 问题 .…… 

“ 真 没 面子 。” 我 说 。 

恩 。 搞 得 你 这 么 失落 ， 我 也 挺 肥 称 的 。 把 卡 厂 组 合 不 古村 木 老 师 的 惯 
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工艺 


用 招数 吗 。 老 师 用 两 张 卡片 暗示 了 谜 题 。' 调 查 方程 式 的 解 * 是 代数 
蚌 ， “用 图 形 来 捕捉 事物 ' 则 是 几何 题 。 代 i 
们 看 这 两 个 世界 。” 











“ 数 星星 的 人 ,和 :' 画 星座 的 人 ,。 这 两 种 人 ， 哥 哥 你 属于 哪 种 ? 


在 此 谷山 - 志 村 猜想 登场 。 

空前 绝 后 的 推出， 在 坚 无 关系 的 两 个 世界 加 架 起 了 桥 桨 
没 错 ， 数 学 家 这 攻 人 ， 非 各 架 桥 这 种 事 儿 。 
一 一 《 费 马 大 定理 》 王 


第 3 章 互 质 


啊 ， 为 什么 没有 人 跟随 目 己 走 同 那 壮 远 的 地 方 ”? 
一 一 豆 阐 贰 治 《 银 河 铁道 之 夜 》 


3.1 尤 时 

“ 隆 一 ”表妹 尤 里 挂 看 扔 杖 进来 了 。 

现在 是 周 六 早上 十 点 多 ， 明 腕 的 日 区 从 窗户 河和 我 的 房间 。 

“ 脚 ， 怎 么 和 梓 了 ? ”我 问 。 

“ 嗯 ， 还 痊 合 吧 。 手 术 时 间 不 长 ， 有 有 麻 醋 也 不 疼 。 看 了 XX 光 厂 ， 不 算 什 
么 大 手术， 只 是 稍微 削 去 一 点 脚跟 的 上 骨头。 不 过 ， 前 骨头 那 会 儿 的 震动 
感 还 留 在 身体 里 边 哮 隐 鸣 哇 个 不 集 呢 .…...” 

尤 里 文 好 扔 极 ， 在 木子 上 坐 了 下 来 。 

“你 刚 出 院 ， 应 该 在 家 里 多 体 轧 。” 


“哎呀 ， 没 事 的 。 话 说 ， 我 有 件 事 想 拜 托 哥 哥 .…… 那 个 ， 教 人 家 数学 

HW 。 ?? 

“起 么 突然 说 这 个 ?>” 

“上 人 次 哥哥 问 我 能 够 实现 完全 芝 回 的 级 数 的 性 质 是 什么 ， 那 时 候 人 家 没 
能 所 上 议 出 最 大 公约 数 对 吧 。 我 在 学 校 学 过 最 大 公约 数 。 人 家 里 然 村， 
可 这 友 东 西 觉 得 目 己 还 古 恒 的 。 但 昕 看 昕 着 哥哥 的 话 ， 才 友和 澳 目 己 其 实 
征 不 全 的 。?” 


“哥哥 ， 人 家 想 要 加 傍 努 力 地 学 习 。” 
1 


“有 什么 奇怪 的 吗 ? ” 
“不 不 ， 一 点 都 不 奇怪 。 尤 里 很 了 不 起 ， 自 己 能 觉得 自己 ' 不 懂 *。 哥 可 我 
售 讶 的 是 泰 条 拉 .…… .就 是 之 前 来 探望 你 的 我 的 那个 学 妹 。 她 也 说 过 跟 你 
很 像 的 话 一 感觉 自己 不 伐 '。， 





“刚才 你 说 的 那些 ， 我 很 明白 。 比 如 倍数 。 说 起 自然 数 中 2 的 倍数 ， 就 
是 2, 4, 6, 8, 10 等 ， 问 起 12 的 约 数 ， 稍 微 想 一 下 束 能 知道 是 1, 2, 3, 4, 6， 
12。 这 些 例子 确实 简单 ， 但 实际 很 深奥 哦 。 最 好 问 一 下 目 己 真 的 
恒 倍 数 和 约 数 的 5 真实 的 样子 ' 吗 ? ” 





“ 约 数 、 倍 数 还 有 质数 .它们 的 定义 很 筒 单 ， 然 而 从 它们 衍生 出 的 志 
界 是 奥妙 丰富 的 。 其 实数 论 的 最 尖端 ， 还 在 进行 看 天 于 “质数 ”的 研究 。” 


“ 嗯 ? 质数 这 东西 ， 不 是 早 就 弄 明 白 了 吗 ? 数学 家 们 居然 还 在 研究 ? ! ” 


“对 。 要 不 要 先 学 学 质数 ? 沿 着 这 条 路 往 前 走 ， 远 方 甚至 连 着 现代 最 尖 
端的 数学 哦 。 当 然 ， 通 向 它 的 路 很 长 很 长 。” 


3.2 分 数 


我 打开 笔记 本 ， 尤 里 一 如 既往 地 从 口袋 中 取出 眼镜 戴 上 ， 凑 到 我 身边 。 
可 能 是 因为 阳光 吧 ， 一 了 瞬间， 她 的 马尾 辫 内 出 了 金色 的 光 产 。 


“ 尤 里 你 擅长 计算 分 数 吗 ? ” 

“还 行 吧 。” 

“分 数 之 间 的 加 法 是 怎么 计算 的 ?比如 说 ， 这 个 
] l 








b 10 
简单 。 化 成 同 分 母 则 相 加 器 好 。 ....….. 用 6 科 以 5， 用 10 乘 以 3， 
让 两 个 分 得 都 变 成 30， 然 后 .....…. 
] 1 139 1 .33 
6t 10™= 6 XxX5 十 10x3 把 分 子 和 分 母 蒋 以 相同 的 数 
5 二 eS 
= 30 30 进行 通 分 
5 十 3 
一 30 把 分 子 相 加 
名 
= 引 0 相 加 后 的 结果 
p 
一 江 行 名 
= 二 约 分 后 的 结果 


‘可 如， 这 样 就 可 以 了 吧 。 


“是 呢 ， 通 分 然后 再 把 分 子 相 加 ， 最 后 约 分 。” 

“ 喝 。” 

“你 通 分 用 的 是 最 小 公 倍数 ， 约 分 用 的 是 最 大 公约 数 对 吧 。” 

“ 识 ? 咖 ..…: 这 么 说 的 话 ， 是 这 样 啊 。” 

“把 目 然 数 中 6 的 倍数 和 10 的 倍数 排 成 一 串 ， 此 时 首次 出 现 的 相同 数字 
瓯 是 6 和 10 的 最 小 公 倍 数 ， 也 束 是 30 对 吧 。” 


6 的 倍数 | 6 12 18 24 36 





10 的 倍数 | 10 ”20 40 50 60 


“ 约 分 的 时 候 ， 用 分 子 8 和 分 母 30 的 最 大 公约 数 2 除 分 子 和 分 母 。 把 8 
的 约 数 和 30 的 约 数列 出 来 ， 其 中 相同 的 数 中 最 大 的 那个 数 束 是 最 大 公 
约 数 ， 也 了 吏 是 2。” 


8 的 倍数 | 1 (2) 4 8 





30 的 倍数 |1 (2) 3 5 6 10 15 30 


EL 5 3 
az 十 贡 = 有 0 十 训 ，， 通 分 : 把 6 和 10 的 最 小 公 倍 数 30 作为 分 母 
8 
”30 
4 
15 
4 
15 


“那么 来 猜 个 谜 ， 分 数 言 中， 分 子 4 和 分 母 15 的 关系 是 ?” 


“不 知道 

“回答 得 也 太 快 了 ! 这 么 容易 束 放 弃 了 啊 。” 

“我 又 没 学 过 4 和 15 的 关系 。 

“不 ， 尤 里 的 专属 老师 应 该 讲 过 哦 。” 

“ 识 ? 了 束 是 说 哥哥 讲 过 ? 我 学 过 吗 ? ” 

“答案 是 ...... 互 质 。4 和 15 是 互 质 的 。 刚 才 你 用 最 大 公约 数 2 际 了 8 和 
30， 出 来 的 结果 是 4 和 二， 因为 除 完了 最 大 公约 数 所 以 4 和 15 的 最 
大 公约 数 大 1。 最 大 公约 数 挟 1 的 数 子 ， 它 们 之 间 的 关系 称 为 卫 质 。 我 
之 前 讲 过 吧 。 

“ 那 ， 约 分 束 是 让 分 子 和 分 母 互 质 吗 ? ” 

“对 啊 。 分 子 和 分 母 互 质 的 分 数 ， 称 为 最 简 分 数 ， 也 叫 既 约 分 数 ， 也 残 


是 已 经 约 分 完 的 分 数 。 用 最 大 公约 数 除 两 个 数 ， 使 它们 互 质 的 计算 是 
基本 知 i Us 要 好 好 留 如 晤 哦 。 


命 ?? 








“对 


3.3 ”了 最 大 公约 数 和 了 最 小 公 倍 数 
“我 们 来 做 一 下 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 的 练习 。” 我 写 下 了 问题 。 
问题 3-1 
假设 M 和 工分 别 表示 自然 数 ob 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 。 
那么 ， 请 用 M 和 工 表 示 axb。 
“哥哥 ， 人 家 不 懂 啊 。” 
“回答 得 太 快 了 ! 都 说 过 你 太 轻 言 放弃 了 ! ” 
“人 家 没 学 过 这 个 公式 嘛 ! ?万 里 哪 起 了 嘴 。 
“就 算 没 学 过 公式 ， 也 能 想 想 吧 。 一 一 好 吧 ， 那 我 们 一 起 想 。” 


<j 因 1 ” 
人 Dh 。 


“我 们 尽量 把 问题 具体 化 。 特 列 是 像 出 现 a, b, M, L 这 样 很 多 变量 的 情况 
下 ， 代 入 具体 数字 思考 是 非常 关键 的 。 


“ 举 出 具体 数字 就 行 吗 ?” 那 试 试 让 aq=1,b=1 吧 ! axb=1x1=1。a,b 
的 最 大 公约 数 就 是 ..…... 喝 ， 是 1 对 吧 ， 也 就 是 说 M = 1。 然 后 最 小 4 公信 
数 ...... 咽 , 工 =1。 

怎么 出 现 这 么 多 1 啊 ， 越 来 越 糊 涂 了 了 。” 


“我 识 啊 ， 尤 里 ， 全 在 脑子 里 想 的 话 ， 束 会 乱 成 一 锅 吵 的 。 好 好 用 表格 


忌 结 一 下 。” 





“很 且 焕 听 。 


“万 里 ， 让 a = 1,b=1 的 话 ， 它 们 就 都 是 最 小 的 目 然 数 ， 而 且 相 等 。 这 
是 极为 特殊 的 例子 。 所 以 试 着 想 想 qzb， 而 有 旦 数 字 再 大 一 点 的 例子 。 
比如 说 ，a = 18, b = 24 怎么 样 ? ” 


“你 分 解 了 质 因 数 啊 。” 我 说 。 


“ 咽 .……… 最 大 公约 数 是 把 两 个 数 都 包含 的 数字 合 在 一 起 ， 它 们 都 包含 一 
个 2 和 一 个 3， 所 以 最 大 公约 数 是 2x 3=6。” 


“ 没 错 。 最 大 公约 数 M= 6。 那 么 ， 最 小 公 倍数 呢 ? ， 


“最 小 公 倍 数 是 把 全 少 其 中 一 方 包含 的 数字 合 在 一 起 ， 在 这 两 个 数 中 ， 
有 三 个 2 和 两 个 3， 所 以 最 小 公 倍 数 是 2x2x2x3x3=72。” 


“最 小 公 倍 数 工 = 72。 那 么 ， 在 表格 中 再 退 加 一 行 。” 





“怎么 用 6 和 72 得 到 432 ? ”我 说 。 
“不 是 做 乘法 吗 ? a xD 就 等 于 MxL 吧 ?” 
“你 确认 看 看 。” 


a xb = 18 x 24= 432 
MxL= 6x172 = 432 


“你 看 吧 ! 果然 没 错 ! 它们 都 等 于 432 ! ” 
“是 呢 。 了 刚好 axzD = Mx 工 。 那 么 在 这 里 ， 我 来 简明 易 懂 地 说 明 一 下 。” 
和 399 


“再 写 一 次 将 a = 18,b = 24 分 解 质 因数 的 过 程 。 这 次 我 们 试 着 把 位 置 上 
下 整合 一 下 。， 
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“同样 也 把 M = 6, 天 = 72 写 出 来 看 看 。” 
Nii 一 


I 
“ 比 对 这 两 张 表格 ， 束 能 理解 axb=MxL 了 吧 。 9， 
“一 点 儿 都 不 知道 ! ” 
“是 吗 ? 万 里 刚刚 你 说 过 的 吧 ? ” 


by bg 
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“最 大 公约 数 是 把 两 个 数 部 包含 的 数 子 合 在 一 起 ”。 
“最 小 公 倍 数 是 把 全 少 其 中 一 方 包含 的 数 子 合 在 一 起 ”。 


“哥哥 听 得 好 仔细 啊 。” 


“ 尤 里 说 的 "两 个 数 都 包含 的 数字 "和 :其 中 一 方 包含 的 数字 ,里面 的 数 
字 指 的 是 什么 ?” 


“是 7 和 3 上 阿 。 99 


“对 啊 。 分 解 质 因数 时 出 现 的 一 个 一 个 的 质数 就 叫 作 质 因数 。 尤 里 ， 跟 
我 说 一 次 质 因 数 '。” 


“ 族 ?' 质 因数 '…………. 为 什么 要 让 我 重复 ? ” 


“出 现 新 词语 的 时 候 ， 目 己 反 复 念 出 来 比较 好 哦 。 这 样 吏 会 深 深 地 刻 
在 “ 心 的 索引 里 了 。” 


“ 座 ? 然后 呢 ? 


“把 位 置 整合 以 后 写 出 来 就 会 及 现 ，a xb 和 M xL 的 合成 方法 不 同 ， 但 
出 来 的 质 因数 是 相同 的 。” 
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MxL = 2 x 2 XxX 2 XxX XX 
“确实 ， 很 明显 a x b= Mx 工 ， 它 们 分 别 乘 起 来 的 东西 是 一 样 的 。 


“东西 ?” 
“ 啊 ..…. 乘 起 来 的 质 因数 是 一 样 的 。” 


“ 吗 ， 分 解 质 因数 ， 束 大 把 目 然 数 分 解 成 奈 因数 的 乘 梭 。 分 解 质 因数 非 
种 重要 ， 因 为 它 能 让 我 们 看 到 目 然 数 的 结构 。 


“分 解 质 因 数 ， 有 这 人 么 重要 啊 .…….” 
“想到 这 里 ， 我 们 就 很 清楚 a x b= M xL 的 关系 了 。a xb 是 ‘a 的 所 有 质 
因数 ;和 'b 的 所 有 质 因 数 * 的 乘积 。 而 M xL 从 结果 上 来 说 也 是 一 样 的 。 


因为 最 大 公约 数 M 是 ‘a 和 b 所 有 重复 的 质 因数 的 乘积 ， 最 小 公 倍 数 I 
是 ' 除 a 和 上 b 重复 的 质 因数 之 外 的 所 有 质 因数 ' 的 乘积 。” 


解答 3-1 
假设 M 和 工分 别 表示 自然 数 a,b 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 。 
那么 
axb=MxL 
是 成 并 的 。 
请 听 题 。 把 a 和 4b 分 解 质 因 数 ， 变 成 以 下 这 种 形式 。 这 时 a 和 6b 是 什 


公关 条 呢 ?” 


世 


“哈哈 。 没 有 共同 的 东西 。” 

“你 说 的 共同 的 ‘东西 ;是 ?” 

“是 质 因数 ! a 和 4b 没有 共同 的 质 因 数 对 吧 。 
“这 是 有 专门 的 词汇 的 啊 .…...” 

“知道 了 知道 了 知道 了 知道 了 知道 了 ! ” 
“你 说 了 五 次 “知道 了 ，。 质 数 。” 

“a 和 bb 是‘ 互 质 的 关系 ! ” 
二 

“哥哥 ! 人 家 可 能 已 经 习惯 说 ' 互 质 ' 了 ! ” 
“ 那 就 太 好 了 。” 
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3.4 打破 砂锅 问 到 底 的 人 
“用 脑子 用 得 肚子 都 饿 了 。 我 想 吃 那个 ! ， 
尤 里 指 着 一 瓶 糖果 。 


“我 讨厌 薄荷 ， 要 森 橡 的 .……: 谢 谢 。 之 前 哥哥 说 过 人 家 是 “打破 砂锅 问 到 
撒 的 人 :对 吧 。 但 是 哥哥 才 古 这 种 "打破 伦 钠 问 到 展 的 人 :了 呢 。 学 校 的 老师 
如 个 会 去 确认 我 们 有 没有 理解 。 老 师 只 是 问 一 下 ‘大 家 都 昕 展 了 吧 ? 而 
已 ， 然 后 不 不 定 我 们 ， 想 往 下 讲 了。 这 时 候 怎 么 可 能 有 人 会 站 出 来 

次 “老师 我 不 情 " 呢 ? 教室 都 是 一 片 彼 静 的 ， 然 后 老师 束 往 下 讲 了 。 为 什 
人 有 时 候 认 真 思 考 过 后 ， 我 也 有 想 问 的 东西 
加. 


“那个 ， 我 想 问 哥哥 学 习 ， 因 为 我 先 得 跟 哥 可 说 什么 部 没关系 。 即 使 我 
说 ' 不 知道 '， 哥 哥 也 不 会 对 我 发 火 。 即 使 我 说 了 :我 明白 "以 后 再 来 名 5 我 
朱 然 还 是 不 知 秆 :， 哥 哥 也 不 会 名 我 生气 。 不 官 我 反复 问 多 少 次 ， 哥 哥 
都 会 陪 着 我 直到 我 和 弄 明 白 为 止 。 这 束 是 我 为 什么 喜 .…… 咖 喝 。” 


尤 里 抱 看 腹 膊 独 目 点 类。 
“a NT 


“那么 ， 我 来 出 下 一 个 问题 吧 ? ” 

“不 邓 症 四， 哥哥 讲 之 前 ， 我 能 去 趟 尝 于 间 吗 ? ” 
“ 啊 ， 去 吧 ， 不 用 客气 ， 你 去 吧 ..……2” 
“不 是 说 这 个 啊 ， 人 家 一 只 脚 站 独 太 宙 到 了 。” 
阿 ， 对 了 ， 拐 杖 。 我 拉 起 尤 里 的 手 。 

“谢谢 哥哥。 你 真 温 条 。 顺 便 谷 我 一 下 肩膀 。” 


“ 咀 俩 有 里 蜗 弄 ， 还 具有 所 难 上 度 。 一 一 话说 你 大 然 这 么 沉 ! ” 
“上 真 ..…... 真 没 礼貌 ! 居然 对 一 个 弱 女 子 这 么 讲话 ! ” 


我 换 痢 名 叫 尤 里 的 弱 女 子 《〈“ 目 称 ) ， 把 她 兵 到 了 厕所 。 总 感觉 她 号 上 有 
种 ' 暖 上 暖 的 阳光 的 味道 。 


束 在 那 时 ， 杀 尔 天 出 现 了 。 


3.5 ”米尔 嘉 

误 ? 为 什么 米尔 能 会 出 现在 我 家 ? 

“一 人 三 足 ? 看 起 来 插 开 心 呆 。? 米 尔 运 各 无 其 事 地 说 道 
次 ? "我 混乱 了。 

“可 可 ， 手 ， 可 以 族 开 了 。? 尤 里 小 声 地 说 。 

“ 呵 ...... 是 啊 。 咽 。” 
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Es 是 你 哥 避 昌 同班 同学 钞 尔 时 。? 我 妈 突 然 出 现 说 ， 


们 拿 点 喝 的 。 


我 妈 拿 来 了 条 和 曲 奇 。 

“ 慢 慢 聊 哦 。” 

“好 的 。” 米 尔 志 优 雅 地 点 头 回应 。 

“那个 ， 什 么 事 ? ”我 问 。 

“你 的 志愿 表 ， 在 我 的 书包 里 

“谢谢 。” 她 专门 坐 电车 来 送 给 我 的 吗 ? 

尤 里 从 厕所 回来 ， 用 腹 膊 肘 稚 稚 我 (哥哥 ,介绍 一 下 ) 。 
“这 位 是 我 表妹 尤 里 ,今年 上 初 二 。” 

“我 知道 她 。” 米 尔 台 说 。 

次 ? 她 为 什么 知道 ? 


“我 去 给 你 


“这 位 是 我 同班 同学 米尔 嘉 ， 跟 我 一 个 年 级 。，” 
“同班 同学 当然 是 一 个 年 级 的 啦 。” 尤 里 说 。 
这 个 嘛 ， 这 么 说 也 对 ， 


米尔 天 凝视 首 万 里。 尤 里 也 看 了 一 阵子 米尔 肝 ， 但 很 快 束 把 头 低下 了 。 
这 场 视 线 压力 的 较量 ， 尤 里 看 来 是 输 了。 


“你 跟 尤 里 长 得 很 像 。” 米 尔 肥 说 。 
“是 吗 .……… 刚 刚 我 正好 在 教 她 数学 。” 
“ 哦 ? ”米尔 天 说 。 


“刚刚 教 到 ‘假设 M 和 工分 别 表 示 a 和 上 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 ， 那 
么 请 用 M 和 工 表示 a x 户 这 个 问题 对 吧 。” 尤 里 对 我 说 。 


“M x 工 。”? 米 尔 于 立刻 回答 道 。 

沉默 。 

米尔 舅 迅速 用 上 眼 ， 手 指 转 了 一 圈 ， 旧 开 了 眼 。 
“ 那 ， 我 来 说 说 质数 指数 记 数 法 吧 。” 


3.6 ”质数 指数 记 数 法 
3.6.1 ”实例 
我 来 说 说 质数 指数 记 数 法 吧 。 


将 目 然 数 分 解 质 因 数 ， 留 意 质 因数 的 指数 。 比 如 说 ， 将 mn= 280 像 下 面 
这 样 分 解 质 因数 。 


280 二 2.2.2.5.7 将 280 分 解 质 因数 
= 留意 质 因数 的 指数 
(3,0, 1,1,0,.: +) 只 将 指数 训 在 一 起 


像 3,0,1,1,0,…) 这 种 表示 方法 ， 就 称 为 质数 指数 记 数 法 。 此 外 ， 我 们 
把 其 中 的 数字 3, 0, 1, 1, 0, … 称 为 成 分 。 成 分 列 是 无 穷 数 列 ， 但 最 后 以 0 
无 限 持续 下 去 ， 所 以 实际 上 是 有 穷 数 列 。 
3 指 的 是 质 因数 中 含有 0 个 3， 也 就 是 说 不 含有 3 这 个 数 。 因 为 39 等 
于 1， 所 以 可 以 理解 为 滋 以 了 一 个 1。 
一 般 情况 下 ， 目 然 数 n 的 质数 指数 记 数 法 可 以 写成 下 面 这 种 形式 。 
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在 这 里 mm 表示 将 目 然 数 n 分解 质 因数 的 时 候 ， 出 现 了 多 少 个 质数 p。 例 
如 ，Pn=280 时 ，m =3,mna=0,n=l,nr=1l,nii=0,.…。 
因为 分 解 质 因数 有 唯一 性 ， 所 以 这 个 质数 指数 记 数 法 和 目 然 数 是 一 一 
对 应 的 天 系 。 也 就 是 说 ， 任 何 上 自然 数 都 可 以 用 质数 指数 记 数 法 来 表示 。 
相反 地 ， 质 数 指数 记 数 法 中 也 存在 奢 与 其 对 应 的 日 然 数 。 


那么 ， 我 给 尤 里 你 出 个 题 。 


“那么 ， 我 给 万 里 你 出 个 题 。 下 面 的 质数 指数 记 数 法 表示 的 是 什么 目 然 
数 ? ”米尔 器 在 笔记 本 上 写 下 了 如 下 数学 。 


(1,0,0,0,0,-.--) 


“对 ， 等 于 2。” 米 尔 矣 说 。 


(1,0,0,0,0,.…) = 2..3.5 .7 .11 


尤 里 轻 轻 点 了 点 涉 ， 感 沉 状 态 跟 平津 不 太一 样 啊 。 

2 
(1.0.,0.0,0,.….) 

“3 吧 。” 尤 里 声音 小 到 几乎 听 不 见 。 

“ 没 馈 。 这 束 好 。” 米 尔 矣 说 。 
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二 3 
“这 你 明白 吗 ? ?米尔 嘉 继 续 问 道 。 


(1,0, 2,0,0,---) 


“不 知道 。” 尤 里 马上 回 道 。 


“不 行 。? 米 尔 于 眼 神 一 下 子 变 内 了 , “你 这 回答 速度 束 证 明了 你 根本 没 
盐 。 册 有 恒心 一 点， 万 里 。” 


米尔 贤 严 历 的 语气 让 尤 里 僵 住 了 。 
“可 是 ， 人 家 束 古 人 不知 姓 啤 。” 尤 里 谷 谷 糊糊 地 说 。 


“ 尤 里 能 人 答 出 来 ， 只 是 怕 说 错 而 已 。” 米 尔 驯 一 下 子 把 脸 竣 到 尤 里 面 
前 ,“ 因 为 害 介 ， 所 以 现下 “与 其 说 错 ， 不 如 干脆 说 不 知 秆 好 了 ， 对 


?2 ?3? 


“ 胆 小 昵 。 39 
“是 27 ! ” 尤 里 半 市 活 腔 地 和 党 违 。 
“ 错 了 。 ”米尔 嘉 立刻 说 道 ，“ 最 后 不 是 加 法 。” 
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“对 。 这 样 束 对 了。” 


(1,0, 2,0,0,.…) = 
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“米尔 胆 ， 人 家 明白 了 。 质 数 指数 记 数 法 。” 

“是 吗 ? 那么 ， 这 个 呢 ? ? 涛 尔 如 义 问 道 。 
(0., 0.,0.,0,0,-...) 

“不 知道 。” 尤 里 说 。 

“万 里 。” 米 尔 疑 声音 中 市 者 几 分 威严 。 

0 

“不 对 。 你 怎么 算 的 ? ” 

“因为 全 部 都 是 0， 乘 起 来 焉 是 0。” 尤 里 说 。 

“你 怎么 拭 的 ? ?米尔 嚼 又 重复 了 一 过 。 


“都 说 了， 全 部 ...... 呵 ， 这 样 啊 。22- 玉 -名 - 隐 .120----， 所 以 答案 是 
1] 。 39 


“好 的 s 


(0.0.0.0.0 一 2 .3 .5 .7 .11 .... 


米尔 时 露出 了 笑容 ， 那 笑容 训 柔 得 仿佛 能 包容 一 切 。 
3.6.2 “ 贡 和 受 加快 
米尔 对 电 了 一 口 和 从 之 后 ， 像 节拍 问 打 节 委 一 样 挥动 手指 ， 非 党 有 贡 


奏 地 问 尤 里 ; “质数 指数 记 数 法 (m2,23,n5,27,n41,…) 中， 其 中 一 个 成 分 
为 1， 剩 下 的 成 分 都 为 0 的 数字 mn， 我 们 管 它 叫 什么 好 呢 ? 


“质数 ?* 尤 里 回答 。 
“好 。 那 么 ， 所 有 成 分 都 为 偶数 的 数字 ， 我 们 叫 它 什么 ? ” 
“我 不 知 ,… .等 等 ， 让 我 想 想 。， 

尤 里 从 米尔 嘉 手 里 接 过 了 铅笔 ， 在 笔记 本 上 写 写 画 画 ， 开 始 思 


米尔 天 真是 历 害 啊 ..…. 把 尤 里 模 得 很 透 。 确 实 ， 巨 里 有 时 候 会 不 假 思 过 
束 回 管 “ 不 知道 ”。 


“我 或 许 弄 蚀 了 ， 难 不 成 是 ..…... 开 平方 后 十 卓然 数 的 数 ?” 尤 里 说 。 
“ 打 比 方 襄 ， 什 么 数 昵 ?*” 米 尔 矣 议 。 

4 啊 ， 9 啊 ，16 啊 ......” 

“好 的 。 尤 里 你 理解 得 很 正确 。 你 说 的 那个 叫 作 平方 数 。” 
“平方 数 。” 匹 里 重复 了 一 通 。 

“顺便 问 一 句 ，1 是 平方 数 吧 ? ” 


66 33 


是 。 
“即使 用 质数 指数 记 数 法 表示 1， 其 所 有 的 成 分 也 是 偶数 ? ” 
“因为 1 一 《0,0,0,0,0…) ， 所 以 ..…... 对 ， 确 实 是 偶数 ! ” 
3.6.3 ”乘法 运算 

米尔 驮 继续 流畅 地 讲 看 。 


“那么 ， 接 下 来 我 们 试 着 用 质数 指数 记 数 法 做 一 下 乘法 。 用 质数 指数 记 
数 法 来 表现 两 个 自然 数 a 和 b， 结 果 如 下 。” 


- FE 0 
a 一 (2, 09, 45, 7,""") 


b = (bo, ba, bs, b7,--- 


“此 时 ， 两 个 自然 数 a 和 5b 的 乘法 运算 表示 如 下 。” 
中: 太一 《ao + bo, a3 + ba,as + bs,ar 十 机) 
“这 是 指数 只 运 算法 则 中 的 一 种 。 很 有 意思 。 乘 法 运算 本 应 比 加 法 运算 


更 复杂 ， 可 在 这 里 生 接 将 成 分 相 加 融 完 事 了 了。 为 什么 呢 ? 我 们 来 列 一 下 
单 用 的 位 值 制 记 数 法 。” 


位 值 制 记 数 法 质数 指数 记 数 法 
12 x 30 分 角质 因 数 、 (2,1,0,0, .yx (1110, 
| Ra | jms 
360 (3, 2, 1, 0,.…:) 
位 值 制 记 数 甘 相 质 数据 数 记 数 法 


“能 用 人 简单 的 加 法 运算 实现 复杂 的 乘法 运算 ， 十 因为 质数 指数 记 数 法 古 
rr 
字 J 纺 司 。 


米尔 副 看 着 万 里 缠 满 绷 市 的 脚 说 道 。 
“质数 指数 记 数 法 ， 是 能 看 到 数字 骨架 
3.6.4 ”最 大 公约 数 


“这 次 是 最 大 公约 数 。? 米 尔 姑 次 ,“ 用 质数 指数 记 数 法 可 合 表 示 两 个 目 
然 数 q,b 的 最 大 公约 数 呢 ? 尤 里 ， 你 想 想 看 。” 


有 和 一 全 ey 
a = (02,03,05,07,."…-) 


“好 的 ， 我 想起 。” 尤 里 开 巡 思 考 .….. 然 后 ， 她 突然 抬 起 关 说 ， “米尔 
嘉 ， 不 写 数学 公式 可 以 吗 ? 用 人 家 知道 的 数学 公式 写 不 出 来 ….… 


“把 你 想 表 达 的 东西 说 出 来 看 看 。” 

“私人 候 与 册 个 冯 字 中 杷 相国 而 人 

“ 较 小 的 那个 ? 是 比 为 一 个 数 子 小 还 是 小 于 等 于 力 一 个 数 子 ? ” 
sl 

“如 未 有 已 与 的 东西 ， 新 定义 一 个 函数 瓯 好 。 比 如 说 ， 定 义 一 个 函数 


min(x, y)。 


结构 的 X 光 射线 。” 


min(x, y) = (x 和 yy 中 小 于 等 于 羽 一 个 数字 的 数 ) 
< 定义 ? ， 
“ 融 古 确定 必要 的 函数 。 
“我 目 己 也 可 以 定义 吗 ? ”万 里 问 。 
“当然 。 不 定义 就 没 法 用 了 吧 ? ?类 尔 里 说 , “这 样 定义 也 可 以 。” 


min(x,y) = 7 (z<y Hy) 
y (zx>y 时 ) 


“最 大 公约 数 已 经 可 以 用 min(x, y) 表示 了 。” 尤 里 说 。 
(a 和 和 上 b 的 最 大 公约 数 )= 


hii es De) 


‘这样 束 行 了 ， 尤 里 。” 米 尔 矣 上 扣 尖 。 
古 这 样 啊 ， 目 己 定义 整 好 了 啊 .…...” 尤 里 讽 。 


这 时 ， 米 尔 矣 忽然 压低 了 嗓 首 。 

“那么 ， 跟 矢量 一 起 ， 同 看 无 限 维 空间 出 友 吧 。” 
米尔 矣 总 把 问 量 叫 作 矢量 。 

3.6.5” 辣 看 无 限 维 空间 出 友 

器 看 无 限 维 空间 出 友 吧 。 


将 质数 指数 记 数 法 的 (72,73,n5,n7,…) 看 成 无 限 维 空间 的 矢量 。 因 为 是 
无 限 经 s 间 ， 所 以 有 无 数 个 坐标 轴 。 各 坐标 办 与 质数 对 应 ，m no, me 


… 为 各 个 坐标 的 成 分 。 
东 个 目 然 数 对 应 此 无 限 维 空间 里 的 一 点 。 
把 未 个 目 然 数 分 解 质 因数 ， 束 意味 看 找寻 这 个 点 在 坐标 轴 上 的 投影 。 


A 


， 册 个 目 然 数 “ 互 质 *， 在 几何 上 对 应 看 什么 呢 ? 


如 果 两 个 数 “ 互 质 *， 那 么 它们 的 最 大 公约 数 等 于 1。 用 质数 指数 记 数 法 


来 表示 1 就 是 0,0,0,0,…) 。 求 最 大 公约 数 ， 就 是 求 质数 指数 记 数 法 中 
每 个 成 分 各 目的 min(an, bp)。 所 以 “a 和 bb 互 质 * 意 味 着 “关于 所 有 质数 
Dp， 孝 存在 min(a,, b,)= 0。” 

a 和 b“ 互 质 ” < 天 于 所 有 质数 P， 者 存在 min(a,, b,)=0 


换 句 话说 ， 就 是 关于 所 有 质数 p，a 或 b, 中 肯定 有 一 方 等 于 0。 这 个 也 
可 以 说 成 ， 两 个 矢量 不 会 投影 在 同一 水 标 轴 上 ， 


总 之 ，]j 这 就 说 明 两 个 天 量 ' “起 且 ”。 a 也 有 数学 家 把 Ud 和 
“ 互 质 " 直 接 写 成 aQ 上 b。 因 为 上 形象 地 表示 了 街 直 的 情况 。 


a 和 1 互 质 ” < ab 
“ 瑟 质 * 古 数论 的 表现 形式 ,“ 和 垩 生 ” 则 是 几何 的 表现 形式 。 
几何 给 了 我 们 丰富 多 彩 的 表现 形式 。 
O O O 
“几何 给 了 我 们 丰 遇 多 彩 的 表现 形式 。? 米 尔 
万 里 彻 帮 心 服 口服 ， 组 口 不 语 。 不 ， 我 也 一 样 ， 忆 经 不 知道 说 什么 好 。 


螺 总 结 道 。 


3.7 ”米尔 里 大 人 


我 把 米尔 嘉 送 去 车 站 ， 一 回 到 家 尤 里 就 抓 着 我 问 : “哥哥 ,出 ' 找 不 
同 ' 题 的 ， 就 是 她 吧 ? ” 


“ 虽 。 你 怎么 知 关 的? ” 


“笔迹 啊 ， 笔 迹 ! 啊 啊 ， 头 及 能 不 能 再 长 长 点 啊 .……… 但 是 人 家 是 余 色 头 


及 ， 这 了 束 怎 么 也 长 不 成 乌黑 美丽 的 长 有 友 了 吧 ， 米 尔 时 大 人 真是 了 不 起 
呵 .2 
米尔 天 大 人 ? 


“为 什么 能 那么 儿 然 决然 地 下 定论 啊 。 人 家 恐 避 部 要 迷 上 她 了 ..….... 回 去 
的 时 候 她 还 所 了 一 句 秦 赤 拉 ， 泰 未 拉 一 定 也 是 那么 了 不 起 的 人 吧 ..…...” 


“说 起 泰 打 拉 .…..” 我 说 ,，“ 你 住院 那 会 儿 把 她 单独 叫 过 去 了 吧 ? 那 时 
候 ， 你 们 到 底 说 了 什么 ?” 


万 里 拨弄 着 头发 ， 嘟 嘻 了 了 一句。 

“我 只 是 告诉 她 ， 表 妹 是 四 杀 等 芳 系 血 杀 ， 上 所 以 可 以 跟 表 哥 结婚 哦 ..………. 
全 世界 的 数学 家 们 啊 ， 不 要 再 等 了 。 

只 要 导入 新 的 符 亏 ， 了 吏 可 以 更 明确 地 写 出 大 量 的 公 去 。 

和 


m 和 nn 互 质 时 ， 写 作 m | n， 读 作 m 质 于 n， 如 何 呢 ? 


葛 立 恒 ， 高 德 纳 ， 帕 塔 许 尼克 ，《 有 具体 数学 ， 计 算 机 科学 基础 》[20l 


我 的 笔记 


实际 画 出 质数 指数 记 数 法 的 同 量 。 但 是 因为 国 不 出 无 限 维 空 间 ， 残 用 二 
维 代 蔡 ， 即 只 有 两 个 质数 的 世界 。 这 个 世界 中 的 质数 指数 记 数 法 ， 其 成 
分 为 以 下 两 个 。 


ns ,97s 
T9739) 二 22-3 


不 垂直 的 例子 〈 不 互 质 的 例子 ) 
| 


a 和 五 的 最 大 公约 数 = (min(1,3), min(2, 1)) 
= (1, 1) 
二 ol al 
二 6 


(1, 
I 


3 


3 

2 a = (1,2) 

b = (3,1) 
A 

U 1 2 3 12 


王 直 的 例子 ( 互 质 的 例子 ) 
|， 


a 和 5 的 最 大 公约 数 = {min(0, 3), min(2, 0)) 
= {0,0) 
— 90 .90 
一 各 | 


(0,2) =2 .3°=9 
(3,0) =2°.3 =8 








第 4 章 及 证 法 
可 是 ， 无 论 他 怎么 看 ， 
空 都 不 像 白 天 老师 说 得 那么 空 呈 和 窗 无 生气 。 
何止 如 此 ， 
他 甚至 觉得 ， 
越 看 天 空 越 像 一 片 小 树林 ， 
或 是 一 片 原野 。 
一 一 宫 泽 贰 治 《 银 河 铁道 之 夜 》 


“哥哥 ， 哥 哥 ， 我 说 哥哥 ! ” 


今天 是 周 六 ， 尤 里 刚刚 还 在 我 房 则 里 懒 洋洋 地 看 书 ， 突 然 束 跨 看 腿 叫 了 
起 来 。 尤 里 的 脚 看 来 已 经 痊 人 钝 了 。 


“ 啥 事 ? 你 不 是 在 看 书 吗 ? ” 
“ 太 无 聊 啦 出 点 什么 题 吧 ! ” 
“好 好 ， 那 么 我 就 出 个 著名 的 证 明 题 。” 
问题 4-1 
证 明 V2 不 是 有 理 数 。 
“这 个 人 家 不 会 .…... 等 等 ， 咽 ， 这 道 题 我 在 学 校 做 过 ! 老师 讲 得 很 复 
杂 ， 说 什么 假设 v2 是 有 理 数 ， 就 可 以 说 v2 是 有 理 数 。 如 果 可 以 说 v2 
是 有 理 数 ， 因 为 v2 是 有 理 数 ..….... 不 好 意思 ， 我 证 明 不 了 。” 
“ 喷 ..………. 算 了 ， 那 我 们 来 一 起 想 吧 。” 
“ 咽 ! 一 起 想 啊 ， 真 好 ! ” 





“解数 学 题 的 时 候 ， 关 键 在 于 读 清楚 问题 。” 
“这 是 必然 的 啊 ， 不 读 怎么 解 啊 。” 

“可 是 ， 有 很 多 人 不 读 问题 就 开始 解 题 了 。” 
“还 有 这 种 人 ? ， 


“ 唤 昭 .我 说 的 有 氮 过 了 ， 应 该 是 有 些 人 不 理解 问题 的 含义 吏 开 始 解 


题 。” 

“问题 的 信义? 读 一 下 问题 不 束 知 道 了 ? ” 

“讯问 题 的 深度 ;可 是 因 人 而 异 的 。” 

“这 个 呆 ， 说 得 容易 .2 

“访问 题 的 时 候 ， 重 点 在 于 弄 清楚 定义 。” 

“定义 又 是 什么 来 看 ? ” 

“我 们 就 在 弄 清楚 ‘定义 的 定义 '"。” 我 微笑 着 说 道 ,，“ 定 义 是 语句 的 严格 合 
义 。 就 (证明 v2 不 是 有 理 数 ;这 个 问题 来 说 ， 我 们 需要 回答 下 面 这 两 个 


问题 。” 


。 有 有 理 数 是 什么 ? 
“好 肤 烦 是 。 必 须 一 个 个 回 谷 吗 ? ” 


万 里 播 元 看 头 ， 马 尾 辫 也 跟 肴 一 播 一 抒 的 。 


“以 须 一 个 个 回答 。 不 理解 定义 束 解 不 了 题 啊 。” 
本 好 吧 ，v2 我 还 是 懂 的 。” 
“ 那 你 说 说 看 吧 ，V2 是 什么 ? ” 


“这 个 简单 ， 平 方 等 于 2 的 数 对 吧 ? 啊 ， 对 了 ， 得 是 正 数 。 负 数 情况 下 
V2 的 平方 也 等 于 2。” 尤 里 大 幅度 地 点 着 头 ， 一 副 得 意 的 样子 。 
En 


¢¢ 上 吗 


x “平方 等 于 2 的 数 对 吧 ? 啊 ， 对 了 ， 得 是 正 数 。， 
o “V3 指 的 是 平方 后 等 于 2 的 正 数 。” 


“老师 ， 人 家 知道 啦 。'“V2 指 的 是 平方 后 等 于 2 的 正 数 '"， 这 样 就 行 了 
对 。 ?? 


“ 喝 ， 很 好 。 那 接 下 来 是 有 理 数 的 定义 。 这 个 你 懂 吗 ? ” 
“ 喝 .…… 有 理 数 是 能 用 分 数 表示 的 数 '， 这 样 吗 ? ” 
“可 惜 啊 ， 答 错 了 。” 

“ 充 ? ! 有 理 数 不 就 是 像 了 和 3 这 样 的 分 数 吗 ? ! ” 

“ 按 你 这 么 说 ，- 忆 也 算是 有 理 数 唆 ? “我 说 。 


“ 啊 ， 这 个 不 算 。 应 该 说 是 可 以 用 本 娄 的 形式 表示 的 数字 ! 。 
“大致 说 对 了 。 但 是 分 母 个 能 为 0。 所 以 应 该 说 ， 有 理 数 指 的 是 能 用 
0 以 外 的 整数 的 形式 表示 的 数字 。” 

“整数 指 的 是 … , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, .…. 这 样 的 数字 吧 ? >” 


“对 。 人 整理 一 下 残 是 下 面 这 样 。” 


。 整数 指 的 是 …，, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, … 这 样 的 数字 。 


赂 糙 
。 有 理 数 指 的 是 能 用 5 以 外 的 整数 的 形式 表示 的 数字 。 


“ 唉 ， 光 读 问 题 就 很 累 了 噶 。" 尤 里 说 ， 
“习惯 了 就 好 啦 。 养 成 弄 清 定义 的 习惯 ， 这 点 也 是 非常 重要 的 哦 。” 
“问题 不 要 爽快 地 一 读 而 过 ， 而 是 要 粘着 它 去 读 。” 

“粘着 它 ? ， 

“就 是 静 下 心 来 仔细 读 啦 1 ” 


“这 无 所 谓 了 .……. 刚 刚 我 写 出 了 整数 和 有 理 数 的 定义 。 读 数学 书 要 带 着 
问题 去 读 ， 要 一 边 间 自己 定义 是 什么 一 边 读 。” 

“要 是 有 不 懂 的 词语 该 怎么 办 ?” 

“看 这 本 书 的 索引 。， 

“索引 指 的 是 书 最 前 面 的 那个 吗 ? 

“不 不 ， 书 最 前 面 的 是 目录 。 目 录 位 于 书籍 开头 ， 按 照 页 数 次 序 编排 

记载 着 每 章 的 章节 标题 。 而 索引 位 于 书籍 的 最 后 ， 写 着 某 个 词语 在 书 的 
哪 一 页 。 找 词语 解释 的 时 候 就 要 用 到 索引 ， 教 科 书 和 参考 书 这 种 需要 查 
词 的 书 上 肯定 会 有 索引 。” 


“过 引 啊 ..….…... 话 说 哥哥 老师 ， 人 家 部 宗 了 ， 咀 们 根本 部 没 在 解 三 ， 干 及 
he 个 点心 吧 ! ” 


“孩子 们 ! 注 赤 人 饼 烤 好 了 哦 ! ?厨房 传 来 我 妈 的 喊 声 。 
“ 太 好 啦 ! 简直 是 心灵 感应 ! ” 尤 里 说 。 

“是 食欲 的 力量 。” 我 说 ， 

4.1.2 ”命题 

餐 果 上 摆 满 了 刚刚 烤 好 的 薄 丙 饼 。 

“来 证 明 v2 不 是 有 理 数 吧 。” 我 说 。 


“| 吃 东 西 的 时 候 不 要 讨论 数学 题 。?” 我 妈 说 。 
“这 是 机 糖浆 吗 ? ?万 里 望 看 糖浆 瓶子 。 
“是 啊 ， 加 拿 大 原 产 ，1009%6 纯 天 然 。” 
“和 真 好 轧 =”? 几 里 晓 丁 一 口 海王 做: 


万 里 真是 个 好 孩子 。" 我 妈 笑 租 区 地 开始 洗 平底 锅 ，“ 红 茶 再 过 一 会 就 
J 


“ 接 下 来 呢 ? ”万 里 对 我 说 。 

“试看 说 说 接 下 来 要 证 明 的 命题 。” 

“ 合 题 是 什么 ? ” 

“对 对 ， 这 种 态度 好 ， 吏 是 要 抱 有 想 弄 清楚 定义 的 这 种 态度 。 命 题 是 可 
以 判断 真 假 的 数学 概念 。 打 个 比方 ， 像 ' 不 是 有 理 数 ”“ 存 在 无 数 个 质 
数 ' 这 样 的 就 是 命题 。 再 说 得 简单 点 ，'1+ 1 等 于 2 这 样 的 也 是 命题 。” 
“我 全 了 。 命 题 对 吧 。 一 拿 点 黄油 给 我 。” 

“给 。 那 来 猿 个 访 ，‘1 + 1 等 于 3 是 命题 吗 ? ” 

“不 是 啊 ， 因 为 1+1 等 于 2 嘛 。” 


“不 不 ，‘1+1 等 于 3: 也 是 命题 。 这 是 假 命 题 ， 也 就 是 不 正确 的 命题 。 因 
为 命题 是 可 以 判断 真 假 的 数学 概念 ， 所 以 有 真 命题 ， 也 有 假 命题 。” 


“有 没有 无 法 确定 是 个 正确 的 观点 昵 ? ” 

“比如 说 ' 枫 糖浆 很 好 吃 : 是 尤 里 你 的 观点 ， 可 这 个 观点 并 不 是 命题 。 栅 糖 
浆 好 不 好 吃 因 人 而 异 ， 这 不 是 能 从 数学 上 判断 真 假 的 东西 。 那 么 ， 我 们 
接 下 来 要 证 明 的 命题 是 什么 来 着 ? ” 

“ 接 下 来 要 证 明 的 命题 是 .…………. ‘v2 不 是 有 理 数 :， 对 吧 ? ” 


“ 曙 。 没 蚀 。 要 解 证 明 题 的 时 候 ， 应 该 彻 展 弄 清楚 接 下 来 要 证 明 的 命 


“知道 了 , 39 


“ 弄 清楚 之 后 ， 就 用 写 数学 公式 的 方法 来 讨论 吧 。” 我 把 薄 前 侠 迅 速 塞 进 
嘴 里 。 


“ 真 没 规 窍 ! 得 细 鄙 慢 啊 好 好 品 答 啊 ! ”我 妈 闪 着 红 休 走 来 ， 大声 叫 道 。 
4.1.3 ”数学 公式 
我 跟 尤 里 在 和 餐 果 上 铺 开 纸 ， 继 续 我 们 的 话题 。 


“学 会 用 数学 公式 进行 表达 很 重要 ， 这 会 将 问题 引入 数学 公式 的 世界 。 
数学 公开 是 数学 家 们 给 我 们 备 好 的 方便 工具 ， 当 然 要 全 来 用 。” 


“怎么 用 数学 公式 写 出 ‘v2 不 是 有 理 数 ' 呢 ? 人 家 完全 不 理解 。” 

连 冰 
“因为 有 理 数 指 的 是 能 用 "以 外 的 整数 的 形式 表示 的 数字 ， 所 以 有 理 数 可 以 
全 与 成 "a 分 乙 忆 这样 的 分 数 形 式 。” 


b 


可 
Te 39 
“ 尤 里， 你 这 样 可 不 行 啊 ， 得 问 一 问 a,b 指 的 是 什么 。 只 要 出 现 字母 就 
要 马上 弄 消 苞 。 人 在 这 里 ob 指 的 是 整数 ， 但 是 分 母 a 不 为 0， 所 以 2 
不 是 有 理 数 这 个 命题 可 以 写成 ‘不 存在 整数 a,b 使 得 v2= 如。 这 就 是 我 
们 想 要 证 明 的 命题 。” 
“ 咯 ， 知 道 了 啦 。” 
“那么 在 这 里 ， 我 们 假设 “存在 整数 a,b 使 得 V3 一 名。” 
“ 咽 ? 这 不 就 跟 我 们 想 证 明 的 相反 了 吗 ? ” 
“中 。 不 过 ' 相 反 ?: 不 是 逸 辑 用 语 ， 在 饮 辑 用 语 上 我 们 称 其 为 含 定 。 现 在 


我 们 假设 了 想 去 证 明 的 命题 的 否定 。” 
We 是 吧 。 93 


“当然 ， 因 为 像 去 了 5 以 及 玉 这样 ， 分 子 分 母 同 时 乘 以 零 以 外 的 同一 
个 数 ， 得 到 的 分 数 就 全 部 相等 ， 所 以 a 和 的 组 合 可 能 有 无 数 种 。 在 这 
里 我 们 把 分 数 =* 约 分 完 的 分 母 叫 作 a， 分 子 叫 作 bp。 那 么 根据 ‘存在 整数 
ab 使 得 v2=m 这 个 假设 ， 就 有 下 面 这 个 等 式 。” 


| 


V2 


“话说 ，a 和 上 b 是 整数 吧 ? ” 

“对 。 而 且 分 数 * 是 最 简 分 数 。 此 时 a 和 b 存在 什么 关系 ?” 
“ 互 质 吧 ? ” 

“ 嘱 ， 答 得 好 快 啊 。* 

“因为 人 家 是 ' 互 质 ' 的 达 人 嘛 ! ” 

“ 那 是 啥 .…… 那 么 ， 我 们 把 左边 的 v2 平方， 整理 一 下 式 子 。>” 


V5= 假定 : 想 去 证 明 的 命题 的 否定 
2 
2 = (2) 两 边 同 时 平方 
2 
2 展开 右边 的 式 子 
2a2 = 两 亡 同时 磁 以 a 


“等 等 ! 为 什么 把 两 边 同 时 平方 啊 ? ” 


“] 青 听 题 | ?? 


“是 ! ?? 
V2 的 定义 是 什么 ? 
“V5 指 的 是 平方 后 等 于 2 的 正 数 。， 


“ 没 错 。 平方 后 等 于 2 就 是 v2 重要 的 性 质 ， 所 以 我 试 着 把 两 边 同时 平 
方 ， 然 后 得 到 202 = b?。 a 和 上 b 是 什么 关系 来 着 ?” 


“a 和 和 b 是 互 奈 的 整数 吧 。” 
“对 。 别 忘 了 a 0。 一 一 我 们 需要 时 刻 确认 变量 表示 什么 ， 这 点 很 重 


“ 喇 ， 感 觉 数 学 十 一 门 确认 的 学 问 啊 。” 


“因为 我 把 焦点 集中 在 整数 上 ， 所 以 试 着 “调查 奇偶 性 *"。 调 查 奇 偶 性 ， 也 
束 古 研究 无 柯 数 还 磊 俩 数 ， 这 是 一 个 方便 的 工具 ， 左边 的 - 是 奇数 
呢 ? 还 是 倡 数 呢 ? 


“不 知道 .……… 不 ， 我 知道 ， 是 偶数 。” 


* 没 错 。2a 指 的 是 2x ax a， 因 为 习 2， 所 以 20 是 偶数 。 然后 义 因 
于 了 20 = 的 左边 大 偶数 ， 所以 石 这 轨 也 是 侦 数 ， 也 就 是 说 b* 是 偶 
数 ， 什么 数 平 方 后 得 偶数 呢 ? 


“偶数 ? ” 

“对 。 也 可 以 确定 b 是 侦 数 。 换 谨 之 ,bb 可 以 写成 下 面 这 种 形式 。 
b= 2B 

“确实 ..….…... 不 对 ! 这 个 B 是 什么 ? 


“很 好 很 好 ， 你 这 一 句 问 得 好 。B 是 整数 。 因 为 b 是 信 数 ， 所 以 存在 满 
足 D=2B 的 整数 B。” 


“话说 ， 为 什么 会 出 现 B 这 样 的 字母 ? 比 起 ‘三 在 整数 B 使 得 b= 2B’ 来 
说 ， 生 接 写 成 和 b 是 侧 数 ' 不 是 更 简单 吗 ? ” 


“因为 我 想 用 数学 公式 思考 啊 ， 所 以 用 数 漂 公式 表 达 了 了 侦 数 这 个 词 。” 
“哥哥 你 还 真是 喜欢 数学 公式 啊 。” 
“ 没 错 。 因 为 数 条 公式 是 一 种 便利 的 交通 工具 。 想 走 得 更 远 ， 束 要 尽量 


使 用 它 ， 不 能 屋 怀 张 张 地 就 往 前 跑 。 那 么 ， 因 为 b 可 以 写成 b= 2B 这 种 
形式 ， 所 以 2q* = b* 也 束 可 以 变形 成 下 面 这 种 形式 。” 
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2a2 一 2 万 x 2 展开 石 边 的 式 子 

2a2 = 4B 计算 右边 的 式 子 
se 两 边 同时 除 以 2 


“然后 可 以 得 到 q? =2B?。a 和 B 是 什么 来 着 ?” 

“是 整数 吧 ， 你 要 确认 多 少 次 啊 ! ” 

“确认 无 数 次 。 要 自问 自 答 到 自己 都 觉得 烦 。 顺 便 提 一 句 ， 因 为 az0， 
所 以 上 面 的 式 子 才 成 立 。 那 么 ， 把 焦点 集中 在 整数 上 的 时 候 ， 我 们 试 了 
什么 方法 ? ” 

“什么 呢 .…… 啊 ， 奇 数 偶数 ? ， 

“对 ， 是 ' 调 查 奇偶 性 '"。 等 式 oz = 2B2 的 右边 是 偶数 ， 就 是 说 2B? 是 偶 
数 ， 因 此 我 们 知道 了 左边 也 是 偶数 ， 也 就 是 说 知道 了 qa? 是 偶数 。 平 广 
后 是 偶数 的 整数 .…..…” 

“所 以 都 说 了 是 偶数 嘛 ! 真是 的 ……” 


“ 别 ， 因 为 q? 是 偶数 ， 所 以 a 也 是 偶数 。 换 句 话 说 ，a 可 以 写成 下 面 这 
样 的 形式 。” 


a = 2A 


“A 指 的 是 某 个 整数 。” 我 补充 道 。 

“哥哥 .……. 我 感觉 跟 刚 才 的 过 程 好 像 啊 。” 

“对 ， 很 像 。 你 有 没有 觉得 不 可 思议 ? ” 
WA 

“将 等 式 变形 ， 就 得 到 了 关于 a 和 4 的 信息 。” 
“有 吗 ? 啊 ， 好 比 a 是 偶数 这 样 的 ? ” 

“ 没 错 。a 和 上 b 都 是 偶数 。” 

“所 以 呢 ? ” 

“a 和 上 b 都 是 偶数 ， 也 就 是 说 它们 都 是 2 的 倍数 哦 ， 尤 里 。” 
“ 弃 ? a 和 上 b 不是‘ 互 质 ' 的 吗 ? ” 

“对 对 。” 我 露出 了 微笑 。 尤 里 对 条 件 真 是 敏感 啊 。 


如果 和 也 质 ， 最 大 公约 数 应 该 是 1， 那么 a 和， 就 不 可 能 部 是 2 的 


“万 里 ， 这 是 为 什么 呢 ?” 
“因为 如 果 它 们 都 是 2 的 倍数 ， 那 么 a 和 4b 的 最 大 公约 数 就 大 于 等 于 2 
a 


“ 没 错 。 这 束 是 香 点 。 我 们 知道 了 下 面 两 个 命题 部 是 成 并 的 。” 


“a 和 bb 是 互 质 的 "~ 假定 条 件 
“a 和 上 b 是 个 互 质 的 >。 将 数学 公式 变形 导出 的 结 


“我 们 把 这 样 ‘P ?和 ' 非 PP 同时 成 立 的 情况 称 为 巴 盾 。” 


“ 予 盾 是 指 乱七八糟 吗 ? ” 

“不 人 不， 认真 听 我 讲 ， 别 突然 偏离 数学 思维 的 轨道 。 数 学 不 可 能 坏 挥 也 
不 可 能 乱七八糟 。 了 矛盾 指 的 是 ， 对 于 命题 P ， 同 时 存在 ‘P ?和 ‘ 非 P)。 
这 了 驶 是 秘 盾 的 定义 。” 

族 盾 的 定义 

将 PP 设 为 命题 。 

了 矛盾 指 的 是 ， 对 于 命题 Pp， 同时 存在 ‘PP 和 ' 韭 PP’。 
“一 开始 我 们 做 出 了 这 样 的 假设 : 将 a,b 设 为 互 质 的 两 个 整数 ， 则 存在 
Dt ， 
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“ 喝 。 没 错 没 错 。” 

“我 们 并 不 知道 这 个 假设 是 真是 假 ， 但 肯定 不 是 真 就 是 假 。 然 后 我 们 从 
假设 出 发 ， 进 行 了 逻辑 性 推导 ， 发 现 了 矛盾 。 会 出 现 矛 盾 是 因为 之 前 哪 
里 搞 错 了 吗 ? ” 

“ 喝 .… .我 认为 没有 哪里 搞 错 。” 

“ 唱 。 毫 无 疑问 ， 我 们 的 推导 过 程 中 每 个 步骤 都 是 有 理 有 据 的 。 然 而 ， 
只 有 一 个 命题 ， 我 擅自 决定 了 它 的 真 假 。 那 就 是 "存在 整数 wb 使 得 
v3 一定 这 个 假设 。 会 出 现 矛盾 是 因为 我 擅自 决定 了 这 个 命题 为 真 。 所 
以 :存在 整数 a,b 使 得 v2 = 如 这 个 命题 实际 上 是 假 的 。” 

“擅自 决定 * 这 个 是 真 的 '， 然 后 出 现 了 矛盾 就 说 拍 妆 抱歉， 是 假 的 '? ” 
“是 呢 。 不 过 直到 矛盾 出 现 之 前 ， 我 们 的 推导 过 程 都 不 能 出 错 呢 。” 
“ 那 是 自然 。， 


“那么 ，' 存 在 整数 a,b 使 得 V2 = “这 个 假设 是 假 的 ， 换 句 话说 就 是 ' 不 
存在 整数 pb 使 得 Y2 一 m。” 


“ 光 这 样 就 证 明了 w2 不 是 有 理 数 了 吗 ? ” 


整 闭 
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能 用 "以 外 的 整数 的 形式 表现 出 来 的 束 不 是 有 理 数 。 这 种 以 定义 为 基石 来 
一 步 步 证 明 的 感 党 ， 你 能 明白 吗 ? >” 


“差不多 吧 。 证 明 这 东西 好 麻烦 啊 。 
“刚才 我 们 使 用 的 证 明 方法 叫 作 反 证 法 。” 
“ 反 证 法 ? 


“ 反 证 法 指 的 是 ' 假 ; 及 要 证 明 则 命题 不 成 立 ， 从 而 推导 出 矛盾 的 方法 :。 这 
是 极为 常用 的 证 明 方 法 哦 。 


“ 啊 ! 这 十 反 证 法 的 定义 对 吧 ! ” 
肥 证 法 的 定义 
se 假设 要 证 明 的 命题 不 成 立 ， 从 而 推 寻 出 矛盾 的 证 明 


解答 4-1 (v2 不 是 有 理 数 ) 

使 用 反 证 法 。 

1. 假设 v2 是 有 理 数 。 

2. 此 时 ， 存 在 整数 ab 满足 以 下 条 件 (az 0) 。 
。a 和 上 b 互 质 。 
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3. 将 两 边 同 时 平方 ， 去 分 母 得 2q* = b*。 
4. 因为 2% 是 偶数 ， 所 以 b* 也 是 偶数 。 


5. 因为 上 :是 偶数 ， 所 以 b 也 是 偶数 。 

6. 因此 存在 整数 B， 使 得 b= 2B。 

7. 把 b=2B 代 入 2qa*=b*， 得 到 a? = 2B?。 

8. 因为 2B* 是 偶数 ， 所 以 0 也 是 偶数 。 

9. 因为 o 是 偶数 ， 所 以 a 也 是 偶数 。 

10. 因为 a 和 都 是 偶数 ， 所 以 a 和 4b 不 互 质 。 
11. 这 跟 “a 和 b 互 质 ? 相 矛盾 。 

12. 因此 ，V2 不 是 有 理 数 。 

“那么 ， 我 们 把 今天 讲 过 的 内 容 整 理 一 下 。 


。 移 访 问题 

。 反复 确认 定义 

。 习惯 “oo 指 的 是 oo" 的 说 法 

。 用 数学 公式 表达 

。 如 果 出 现 整数 ， 则 “调查 奇偶 性 ” 

。 如 有 果 出 现 变 量 ， 则 要 问 “ 这 个 变量 是 什么 ?” 


“除了 这 些 ， 我 们 还 学 了 有 反 证 法 。 般 得 怎么 样 ? ” 


A 不 过 我 明日 “证 明 的 感觉 了， 还 有 定义 和 数学 公式 的 重要 


a 可 征 人 家 记 不 下 这 么 长 的 证 明 过 程 踢 .……” 


“这 你 束 错 了 。 把 刚才 的 证 明 过 程 全 背 下 来 也 没有 意义。 目 己 打开 笔记 
本 ， 拿 起 铅笔 ， 再 用 目 己 的 力量 证 明 一 次 。” 

“ 呵 ，..: 用 目 己 的 力量 ? ” 

“对 。 自 己 的 力量 。 大 多 数 情况 下 都 不 会 特别 顺利 ， 可 能 会 在 某 一 步 卡 
住 ， 所 以 证 明 不 出 来 也 不 要 灰心 背 气 哦 。 目 己 感 觉 目 己 恒 了 ， 但 怎么 都 
证 明 不 出 来 。 允 到 瓶颈 的 话 惑 看 看 书 ， 或 者 是 谈 读 目 己 以 前 写 的 笔记 ， 
不 断 重 复 练 习 ， 直 到 目 己 能 独立 完成 整个 证 明 过 程 为 止 。 通 过 不 断 地 重 
复 ， 自 己 学 习 数 学 的 能 力也 会 增强 。 这 中 把 过 程 全 背 下 来 截然 不 同 ， 这 
里 养 成 的 是 对 于 数学 性 构造 的 理解 能 力 和 逻辑 思维 ， 以 及 熟练 运用 数字 
的 性 质 来 处 理 问 题 的 能 力 。” 

“ 遵 命 ! 热血 教官 ! ” 

4.1.4 证明 

我 们 回 到 了 房间 。 

“哥哥 ， 我 拿 点 糖 哦 。” 尤 里 从 架子 上 取 下 了 瓶子 ，“ 柠 樟 ， 柠 榜 .….… 
误 ? 柠 标 的 已 经 吃 完 了 ? ! 唉 ， 那 束 拿 哈密 瓜 的 好 了 。 可 可， 别 吃 人 家 
的 柠 标 糖 咏 。” 

“ 那 又 不 是 你 的 糖 ..….. 有 

“我 说 可 可， 证 明 有 这 人 么 重要 吗 ? ”万 里 稣 着 哈密 瓜 糖 问 我 。 

“是 啊 。 数 学 家 们 最 重要 的 工作 之 一 ， 束 是 把 研究 出 来 的 结果 以 "证 明 ” 的 
形式 保留 下 来 。 历 史上 有 无 数 的 数学 家 做 过 无 数 的 工作 。 现 代 的 数学 家 
们 则 通过 :证 明 :' 在 历史 上 和 烙 下 目 己 的 脚印 。” 

“这 样 啊 。 证 明 原 来 是 数学 家 的 工作 啊 ..…… 2 

“对 啊 。 数 学 家 们 一 直 在 赌 上 性 命 去 证 明 。” 

“我 在 学 校 和 学 过 ， 但 是 没有 像 哥 哥 讲 得 这 么 深刻 啊 。 我 以 前 一 直 只 认为 
证 明 题 要 比 计算 题 及 烦 得 多 。 证 明 是 这 么 重要 啊 ， 数 和 学 家 们 重要 的 工 
| 但 是 ‘ 赌 上 性 命 去 证 明 ，， 是 不 是 有 点 太 人 夸张 『?” 


“ 喝 ， 即 使 证 明 不 出 来 也 不 会 死 ， 说 * 赌 上 性 命 去 证 明 ,确实 有 点 过 头 了 ， 
不 过 啊 .….. 在 菜 件 事 上 人 花 旨 时间 '， 不 就 相当 于 “ 赌 上 性 命 ' 吗 ? 因为 活 
着 的 时 候 能 做 的 事情 是 有 限 的 ， 在 这 个 世界 上 能 用 的 时 间 是 有 限 的 ， 数 
学 家 们 把 有 限 " 生 命中 的 一 部 分 用 在 了 证 明 上 。” 

“有 限 ? ， 

“人 类 的 生命 是 有 限 的 ， 却 能 在 数学 中 处 理 无 限 。 这 也 是 相当 了 不 起 
的 。 能 写 出 (对 于 任意 整数 n..…… 这 种 表现 也 很 不 可 思议 。 只 是 写 了 一 
个 字母 n 就 能 表示 出 无 限 的 整数 ， 用 一 个 字母 就 能 捕 提 到 无 限 。 变 量 也 
是 由 从 前 的 数学 家 们 想 出 来 的 工具 啊 。” 


“用 一 个 字母 束 能 捕 近 到 无 限 ..…... 啊 ， 这 束 古 “将 无 限 宇宙 尽 收 革 心 "的 总 
思 啊 ! 数学 家 真是 豆 欢 无 限 啊 。” 


“或 许 吧 。 话 说 ， 尤 里 你 知道 "对 于 任意 的 mn， 都 具有 oo 的 性 质 " 这 个 命 
题 的 个 定 征 什么 吗 ? ” 


“不 具有 oo 的 性 质 ' 吧 ? ” 
“对 于 任 晶 的 m， 都 不 其 有 oo 的 性 质 ' 吗 ? ” 
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“不 ， 不 对 哦 。“ 对 于 任意 的 n， 痢 上 共有 oo 的 性 质 * 的 耕 定 是 “对 于 祭 个 
n， 个 具有 oo 的 性 质 : 或 者 是 ' 存 在 东 个 mn， 不 具有 oo 的 性 质 *。 举 个 例 
子 ， 束 这 个 糖 末 瓶 来 说 ， 
“所 有 糖果 部 是 森 标 味 儿 有 的 
这 个 命题 的 否定 是 
祭 个 糖果 不 是 林 标 味 儿 的 ; 
或 者 
:存在 不 是 柠 标 味 儿 的 糖 末 ”。 
只 需要 存在 一 个 个 是 村 标 味 儿 的 糖 末 融 可 以 否定 所 有 了 。 比 如 次 哈密 瓜 


味 儿 的 。?” 
“攻破 一 个 融 可 以 击破 “所 有 ? 吗 ? ” 


“就 是 这 样 。 反 证 法 从 原 命题 的 否定 开始 证 明 。 如 果 想 证 明 对 于 任意 的 
糖 朱 部 存在 东 个 性 质 ， 束 要 假 议 存在 东 个 不 符合 这 个 性 质 的 特殊 糖 朱 ， 
从 而 推导 出 矛盾 。 这 样 的 话 ， 就 能 把 精力 集中 在 这 个 特殊 糖果 上 深入 思 
考 。 这 就 是 人 们 经 兹 运用 反 证 法 的 原因 之 一 。” 

“原来 如 此 。” 

“命题 的 证 明 是 永远 存在 的 。 永 远 指 的 是 时 间 的 无 限 性 。 己 被 证 明 过 的 
命题 ， 在 证 明 它 的 数学 家 死 后 仍然 是 被 证 明 过 的 。 证 明 是 严密 的 、 不 可 
推翻 的 。 数 学 领域 的 证 明 是 罕 越 时 空 的 时 间 机 器 ， 是 经 过 岁月 的 洗 深 也 
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“哥哥 ， 你 真是 啊 ! * 尤 里 市 有 几 分 别 弄 般 地 语气 失 看 说 。 
“只 有 你 会 说 我 帅 ..….…... 不 过 ， 受 到 表 尹 还 是 很 蜗 兴 的 史 。” 我 讽 。 


“哥哥 ! 别 学 人 家 说 话 嘛 ! ， 


4.2 高 中 

4.2.1 奇偶 

“就 这 样 ， 我 给 她 讲 了 怎么 证 明 w2 不 是 有 理 数 。” 我 说 。 

放学 后 ， 我 们 在 首 乐 教室 随便 找 了 个 座位 用 聊 。 和 鳃 组 一 心 一 意 地 强 看 钢 
邯 。 刚 才 那 首 曲 子 古 二 声 部 创意 曲 。 我 把 之 前 跟 尤 里 讲 的 话 告诉 泰 赤 拉 
跟 米 尔 台 ， 不 过 米尔 矣 一 二 向 对 看 角 伪 的 方 问 。 

翁 售 这 个 女孩 子 今 年 上 局 二 ， 跟 我 、 米 尔 双 同 年 级 不 同班 ， 担 任 钢 区 爱 
好 者 协会 “最 强 彰 ”的 会 长 ， 除 了 上 诛 ， 基 本 都 坐 在 音乐 教室 的 钢 耸 前 
面 。 

“学 长 真是 会 教 人 啊 。” 泰 和 朱 拉 谨 ，“‘ 互 质 *....….. 用 英语 诅 怎 么 说 呢 ? ” 
“我 记得 是 relatively prime。” 我 说 。 

“relatively prime， 束 古 相 对 地 质 ， 对 吧 。” 泰 条 拉 扣 点 尖 说 ,，“ 可 能 指 的 
是 两 个 数 互 相 起 到 质数 的 作用 吧 。” 泰 和 朱 拉 瑞 语 很 好 ， 用 瑞 语 理解 似乎 
能 理解 得 更 透彻 。 

“你 知道 其 他 的 证 明 方 法 吗 ? "一直 看 看 僵 人 盘 的 米尔 曼 转 过 号 来 ， 冷 不 丁 
地 问 了 一 句 。 还 以 为 她 在 专心 听 弹 和 苑 ， 没 想到 她 一 直 在 认真 地 听 我 们 说 
话 啊 。 

“其 他 的 证 明 方 法 ? ?我 很 疑惑 。 

“用 反 证 法 。” 米 尔 嘉 说 ，“ 假 设 v2 是 有 理 数 ， 则 存在 整数 a,b 使 得 


ek 


把 两 边 同 时 平方 ， 去 分 母 得 到 


2a< = b< 


到 这 一 步 ， 跟 你 的 证 明 是 相同 的 .…… 在 这 里 ， 我 要 问 了 一 一 如 末 将 
2a- 分 解 质 因 数 ， 有 几 个 质 因 数 2? ” 


“怎么 能 知道 有 几 个 2 啊 。” 我 说 。 


“确实 ， 我 们 没 法 知道 个 数 。 但 是 ， 个 数 是 ， 整 数 。” 米 尔 肿 一 字 一 顿 ， 
听 得 人 心急 。 


“说 到 整数 束 ? ” 

“ 束 要 调 合 可 侦 性 .…... 对 吗 ? ” 

泰 末 拉 回 管 。 

识 ? 

不 研究 2a 的 奇偶 性 ， 却 去 研究 质 因数 2 的 个 数 的 奇偶 性 ? 


“那么 ， 驶 像 莓 永 拉 说 的 ， 我 们 来 研究 一 下 奇 俏 性 看 看 。? 米 尔 巡 
说 ，“2a’ 含有 奇数 个 质 因数 2 ? 还 是 偶数 个 质 因 数 2 ? ” 


“ 啊 ! 奇数 个 ! ”我 所 高 了 嗓门 。 

没 错 ， 我 明白 了 ! 因为 0 是 平方 数 ， 所 以 包含 偶数 个 质 因数 。 当 然 ， 
也 包含 倘 数 个 质 因数 2。 而 20 是 o 再 乘 以 一 个 2， 所 以 有 和 奇数 个 质 因 
“对 。2do = b* 的 左边 有 奇数 个 质 因数 2， 那 么 右边 昵 ? ” 

“因为 b* 是 平方 数 ， 所 以 有 偶数 个 质 因数 2.……” 我 说 。 

“所 以 有 呢 ? ?米尔 天 丝 坚 不 给 我 跨 姑 的 机 会 ， 奶 问 道 。 

“两 边 质 因数 2 的 个 数 不 一 样 。 政 盾 。? 我 说 。 


“存在 奇数 个 质 因 数 2”。 从 左边 可 知 
“不 存在 奇数 个 质 因 数 2”。 从 右边 可 知 


a “根据 反 证 法 ，v2 不 是 有 理 数 。Quod Erat 


Demonstrandum。 证明 完 毕 。” 


米尔 对 竖 起 食指 。 


“好 了 ， 这 样 我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 。” 


这 样 啊 ...... 0 
还 省 去 了 a 和 4b 互 质 这 个 前 提 。 有 意思 


解答 4-1a (v2 不 是 有 理 数 的 另 一 种 证 明 方 法 ) 
使 用 反 证 法 。 
1. 假设 v2 是 有 理 数 。 
2. 存在 整数 qa,b 使 得 v2= i(a #0)。 
3. 将 两 边 同 时 平方 ， 去 分 母 得 到 2a“ = 
4. 左边 全 有 奇数 个 质 因 数 2。 
5. 右边 合 有 代数 个 质 因 数 2。 
6. 这 束 推 导出 了 了 矛盾 。 
7. 因此 ，v2 不 是 有 理 数 。 
泰和 东 拉 一 副 不 理解 的 模样 。 
“怎么 了 ， 秦 末 拉 ? ?米尔 姻 问 道 
“在 刚才 的 证 明 过 程 中 ， 出 现 了 


2a< = bb 


这 个 等 陈 。” 泰 林 拉 说 , “米尔 对 你 刚才 的 意思 和 是 这 个 等 陈 元 边 和 右 过 的 
值 相 等 对 吧 ， 但 是 我 感觉 刚刚 你 用 的 不 是 ' 值 相等 :这 一 点 ， 所 以 我 才 会 
有 些 焦 躁 。” 


“ 咀 ? 秦 末 拉 指出 来 的 这 点 很 有 趣 呆 。 你 什么 意见 ? ?米尔 副 把 话 锋 转 问 
我 。 


“ 误 ? 比较 两 边 质 因数 2 的 个 数 ， 确 实 不 等 于 比较 两 边 的 值 .…... 吗 ? 不 
过 你 的 证 明 应 该 是 对 的 ， 因 为 式 子 是个 等 式 ， 所 以 只 要 判断 左边 和 右边 
整数 的 结构 相同 束 可 以 了 。 整 数 的 结构 是 用 质 因数 表示 的 ， 所 以 .…...” 


米尔 嘉 把 食指 伸 到 我 面前 ， 晃 了 两 三 下 。 
“废话 太 多 了 。 只 要 说 "根据 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ， 等 式 两 边 每 个 
质 因数 的 个 数 都 是 一 样 的 "就 行 了 。” 

“这 样 啊 .…..” 泰 休 拉 说 ,，“ 还 有 质 因 数 分 解 的 唯一 分 解 定理 这 回 事 

呵 .….. 嗯 ， 真 后 悔 没 一 下 子 想到 。 我 思维 练习 还 不 够 啊 。 不 过 ， 尽 管 这 
样 
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“米尔 曼 ， 你 那个 证 明 方 法 很 有 趣 啊 。” 


Neeeee。 


米尔 肿 说 看 把 脸 列 过 去 ， 突 然 站 起 来 ， 开 始 跟 还 在 不 集 地 强 看 钢 芬 的 仍 
僵 说 起 话 来 。 


这 么 说 来 ， 米 尔 又 在 要 跟 我 分 个 高 下 的 时 候 绝对 不 会 移 开 视线 ， 但 是 有 
Ca ep 难 不 成 米尔 过 是 在 
宝 凑 ? 

4.2.2 了 矛盾 

米尔 嘉和 人 熏 熏 开始 四 手 联 弹 。 这 应 该 也 是 巴赫 的 曲子 吧 。 

“ 反 证 法 还 真是 间 用 啊 。” 泰 和 东 拉 坐 到 我 芳 边 ， “我 .…….. 对 反 证 法 很 不 拿 


手 。 虽 然 能 假设 原 命题 的 否定， 但 是 总 记 不 住 。 因 为 心里 总 留意 看 这 个 
命题 是 错 的 .……….” 


“ 咀 ， 人 确实 。 反 证 法 很 不 容易 ， 因 为 要 从 错误 的 命题 出 发 ， 进 行 正确 的 
论证 ， 再 不 断 推 导出 错误 的 命题 。 不 仅 如 此 ， 最 后 想 ;准确 地 推导 出 矛盾 
也 是 很 难 的 。” 


“ 没 错 ! ” 秦 末 拉 用 力 点 着 涉 。 从 她 喘 上 飘 来 一 阵 甜 甜 的 香气 。 
“就 是 这 样 ， 推 叶 矛 盾 好 难 啊 ， 忌 觉得 ‘推导 予 盾 ’ 束 好 像 在 做 错 事 一 样 。 
玛 吗 吗 ......” 泰 朱 拉 继续 讽 壹 。 
“ 推 寻 矛盾 指 的 古 表 明 
‘P’? 且 ‘不 Pi 
P 是 什么 样 的 命题 都 无 所 谓 。 用 逻辑 公式 写 下 来 就 是 这 样 。 


且 
PA-—P 


对 了 ， 教 科 书 中 把 P 的 否定 写作 巨 ， 而 讲 逻辑 的 书 里 则 写作 -P (nol 
P) 。 虽 说 要 推导 出 矛盾 ， 也 不 是 非得 在 自己 的 证 明 过 程 中 推导 出 和 
-已 两 种 结论 。 打 个 比方 ，P 可 以 是 证 明 完毕 的 命题 ， 也 就 是 定理 。 这 
时 只 要 在 自己 的 证 明 过 程 中 推导 出 ~P， 然 后 说 ' 跟 定理 相 矛 盾 ' 就 可 
机 了 
泰 休 拉 双眼 隆 得 大 大 的 ， 听 得 入 神 。 
“刚才 在 米尔 嘉 的 证 明 过 程 中 ， 推 导出 了 两 个 命题 ， 即 含有 奇数 个 质 因 
数 2* 和 不 含有 奇数 个 质 因数 >。 这 就 是 导出 P 和 - 己 两 种 结论 的 例 
子 。， 

P 含有 奇数 个 质 因 数 2 

-P 不 含有 奇数 个 质 因数 2 
“我 好 像 被 "矛盾 * 这 个 词 给 搞 开 头 了 。 刚 才学 长 很 容易 地 就 说 出 了 "推导 
出 和 -Pp 两 种 结论 ， 可 是 一 提 到 矛盾 ， 我 感觉 就 要 引发 大 混乱 了 。 一 
定 是 成 请 故事 里 面 那个 邓 盾 给 我 的 印象 太 深刻 了 。“ 泰 杀 拉 提出 拿 玫 和 

柱子。 


“和 [网 ， 我 明 跌 。 ?? 


泰 杀 拉 轻 轻 咬 着 指甲 ， 沉 默 了 一 会 儿 。 又 开始 慢 悠悠 地 说 道 :“ 用 反 证 
法 表明 矛盾 的 时 候 用 书信 ~P， 命 题 P 是 什么 都 可 以 吗 ? 就 是 说 …… 用 
反 证 法 证 明 数 论 的 时 候 ， 也 可 以 利用 几何 和 解析 定理 推导 出 矛盾 吧 ? ” 
“ 喝 ， 可 以 啊 。 跟 数学 领域 什么 的 没有 关系 。， 


“不 宫 对 于 任何 定理 P， 把 -已 甩 上 去 融 可 以 .…… 这 样 的 话 ， 重 要 的 是 知 
站 定理 是 什么 啊 .………” 


“这 么 说 确实 如 此 。 不 过 P 不 一 定 是 著名 的 定理 ， 也 可 以 是 一 个 小 的 合 
题 ， 只 要 被 证 明了 就 行 。” 


“好 吧 ， 那 我 以 后 推导 了 矛盾 的 时 候 ， 尽 量 想 着 已 AP。 啊 ， 对 了 ..…. .学 
长 ? " 泰 杀 拉 声音 一 下 子 变 小 了 。 


“网 ? 99 
Be 
钢琴 声 停 了 。 


泰 示 拉 小 声 说 了 人 句 “ 完 重 ”。 


“纯真 公主 和 青 涩 王子 ! 回 家 唆 ! * 鳃 僵 说 。 


“大 家 快 跟 米 尔 嘉 女王 大 人 一 起 回 家 吧 ! ， 


在 数学 领域 ， 除 了 证 明和 定理 也 以 外 ， 

其 他 更 常用 的 方法 是 假设 P 为 false， 从 而 推导 出 矛盾 
( 即 推导 出 false 或 相当 于 false 的 结论 ) 。 
种 抄 个 近 道 : 不 二 接 表 明 false， 





而 是 去 证 明 像 名 A ”外 这样 明显 相当 于 false 的 结论 。 


David Griess,Fred B. Schneider, A Logical Approach to Discrete 
Math [*1] 
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第 5 章 可 以 粉碎 的 质数 
干 万 不 可 损伤 那个 隆起 的 地 方 
用 铁 铬 仿 ， 铁 铬 ! 
再 离 远 些 控 ，。 
不 行 不 行 ， 不 能 乱 来 ! 
一 一 宫 泽 贤 治 《 银 河 铁道 之 夜 》 


5.1 教室 

5.1.1 ”速度 题 

“我 来 了 了。?” 泰 东 拉 说 。 

午餐 时 间 ， 我 刚 从 小 卖 部 买 了 面包 回 到 教室 。 

“ 弃 ? ”为 什么 泰 条 拉 会 出 现在 高 二 年 级 的 教室 里 ? 
“我 借 一 下 这 张 桌子 。” 

泰 条 


一 


桌子 面对面 ， 
“我 叫 她 来 的 。" 米 尔 嘉 说 。 

两 个 女生 在 吃 午饭 ， 泰 杂 拉 吃 盒饭 ， 米 尔 嘉 还 是 万 年 不 变 地 只 吃 巧 页 
力 。 而 我 则 哨 着 面包 看 着 她 们 俩 。 虽 然 类 型 不 同 ， 但 她 们 全 都 是 美女 
啊 .……. 泰 休 拉 坦率 而 富有 活力 ， 米 尔 嘉 则 精明 干练 。 

“你 午饭 总 是 吃 奇 巧 威 化 巧克力 吗 ? * 泰 条 拉 问 ， 

“有 时 候 也 吃 松露 的 。* 米 尔 嘉 答 道 

“那个 ， 我 不 是 这 个 意思 ， 我 的 意思 是 不 吃 点 米饭 或 者 面包 什么 的 ? ， 
这 个 嘛 ， 话 说 没有 什么 有 意思 的 题 吗 ?” 

“有 一 道 适合 泰 休 拉 辐 答 的 速度 问题 。" 我 说 

“什么 什么 ? 什么 问题 ? * 泰 基 拉 张大 了 眼睛 。 

“平方 等 于 -1 的 数字 是 什么 呢 ? 


问题 5-1 


! ”把 空 果子 刷 地 把 了 个 头 ， 正 好 跟 米 尔 天 的 





平方 等 于 -1 的 数字 是 什么 ? 


“平方 等 于 -1 的 数字 ..….. 有 了 有 了 ， 我 知道 了 ， 是 V1 对 吧 ! 另外 一 种 
叫 法 是 虚数 单位 1 ! ” 秦 示 拉 目 信 满 满 地 汤 诗 考 。 


“ 咽 咽 ， 我 就 知道 你 会 这 么 回答 。” 我 说 。 


米尔 盈 闭 上 眼睛 绥 缓 揪 了 播 头 。 


“米尔 脆 ”我 把 问题 扔 给 了 米尔 驯 。 


“+i。” 米 尔 矣 立即 回 舍 。 





i 
(1)* =—l 
解答 5-1 
平方 等 于 -1 的 数字 是 +i。 
泰 朱 拉 一 脸 不 满 。 
“学 长 ， 我 感觉 你 在 故意 朗 我 .…… 
“ 才 没 有 ， 我 问 得 很 认真 啊 。” 我 反 驶 道 。 
“ 陨 征 。 "处 泵 易 识 ， 上 -1 的 数 ， 贺 是 二 次 方程 迷 =- 的 解 。 
为 古 二 次 方程 ， 所 以 该 考虑 到 有 两 个 解 。n 次 方程 隐 解 有 了 个 ， 这 古代 
数学 基本 定理 〈 但 要 注意 重 根 ) 。 这 哪 能 说 是 要 你 呢 。? 米 尔 姑 咬 了 一 
口 巧 元 力 。 
“+i 和 -i 两 个 解 ..……… 这 样 啊 。” 花 东 拉 开始 对 她 的 汉 任 肉 饼 下 手 。 


我 们 沉默 着 吃 了 一 会 午饭 。 米 尔 嘉 吃 完 巧克力 ， 人 饶 有 兴趣 地 看 着 泰 杀 拉 
奇特 的 筷子 盒 。 不 久 泰 杀 拉 又 开口 了 。 


“真是 不 可 思议 。 总 感 贫 不 能 接受 它 的 平方 等 于 -1， 该 说 是 有 些 别 扭 


“对 你 而 言 平方 等 于 -1 很 别扭 ? "米尔 嘉 说 。 
“<_1 上 2? 不 ， 也 不 是 别扭 a ” 


“ 咕 ...... 那 么 我 们 来 想 想 方程 式 和 数字 的 关系 。 自 先 从 x+1=0 开 
始 。? 炒 尔 吻 同 我 仲 出 了 手 。 


看 来 是 下 令 让 我 把 笔记 本 和 自动 馈 笔 交 出 来 。 
5.1.2 ”用 一 次 方程 定义 数字 
首先 从 x+1=0 开 始 。 试 试 解 这 个 简单 的 一 次 方程 。 


x 二 1 二 0 本 
和 二 一 ] 将 1 移 项 到 等 式 石 边 


这 下 我 们 束 知 道 了 这 个 方程 的 解 是 x= -1。 很 测 单 。 
那么 ， 我 们 在 x>0 的 范围 内 考虑 这 个 方程 式 看 看 。 
> Wb 邻 x>0 


现在 ， 假 设 有 个 人 只 知道 大 于 等 于 0 的 数 ， 这 个 人 先 得 x+1=0 这 个 方 
程 很 列 扭 。 他 会 想 :“ 因 为 0 是 最 小 的 数字 ， 所 以 不 可 能 有 加 上 1 得 0 
ee 这 样 的 数字 不 存在 。” 兴 许 ， 他 可 能 要 感慨 “< 加 上 1 得 0 的 数字 


改 呀 ， 泰 东 拉 笑 了 。 不 过 我 没 在 开玩笑 。 大 约 从 18 世纪 开始 ， 人 类 才 
能 自然 地 接受 -1 这 样 的 负数 。 事 实 上 ， 由 斯 卡 在 17 世纪 还 认为 0 减 去 
4 等 于 0。 以 几 千年 的 数学 发 展 史 来 看 ， 负 数 得 到 运用 也 是 在 不 久之 前 
的 事 。18 世纪 最 伟大 的 数学 家 ， 我 们 的 老师 莱 昂 哈 德 网 拉 ， 他 第 一 次 
明确 阐述 了 数 轴 向 正和 负 两 个 方向 延伸 的 概念 。 


言 归 正 传 ， 对 这 种 只 知道 大 于 等 于 0 的 数字 的 人 ， 我 们 试 试 这 么 说 。 


“定义 一 个 数字 m， 使 得 m 满足 方程 x+1=0。” 


这 种 人 一 定 会 说 路 不 存在 m 这 样 的 数字 * 吧 ， 那 我 们 束 这 么 告诉 他 。 


“m 就 是 能 将 等 式 m+ 1 替换 为 0 的 一 个 形式 上 的 数字 。” 


这 个 形式 上 的 数字 m 指 的 是 ...... 用 普通 的 话说 就是 -1。 我 们 把 m 这 个 
数 作 为 x+1=0 这 个 方程 式 的 解 “ 定 义 ” 了 。 也 可 以 说 ， 用 方程 式 的 形式 
表示 了 mm 应 该 满足 的 “公理 ”。 当 然 ， 对 我 们 来 说 这 种 做 法 确实 比较 繁 
玉 y。 

到 这 里 一 次 方程 讲 完 了 。 

我 们 用 一 次 方程 的 解 定 义 了 m 这 个 数 〈 实 际 上 mm 束 等 于 -1) 。 
现在 开始 ， 我 们 要 用 二 次 方程 了 。 
我 们 用 二 次 方程 的 解 定 义 i 这 个 数字 。 
5.1.3 用 二 次 方程 定义 数字 
思考 以 下 二 次 方程 。 
x-+1=0 
在 实数 范围 内 ， 没 有 能 满足 这 个 二 次 方程 式 的 数 。 因 为 如 果 x 是 实 
数 ，; 入 一 定 大 于 等 于 0。 在 大 于 等 于 0 的 数字 上 加 上 1， 不 可 能 再 等 于 
0。 上 所 以 “只 知道 实数 的 人 ”会 觉得 这 个 方程 式 别 扭 。 


要 感慨 “平方 后 得 -1 的 数字 好 神秘 * 吗 ?不 不 ， 我 们 还 是 来 用 方程 x + 1 
= 0 定义 一 个 新 的 数字 吧 。 


“定义 一 个 数字 i， 使 得 i 满足 方程 x +1=0。” 


这 和 刚才 的 “定义 一 个 数字 m， 使 得 奕 满足 x+1= 0 很 像 。 当 然 ， 满 足 
方程 x*+1=0 的 数字 有 两 个 。 准 确 地 说 ， 我 们 定义 i 为 满足 方程 x +1 
=0 的 两 个 数字 中 的 一 个 。 


只 知道 实数 的 人 肯定 会 说 " 才 不 存在 i 这 样 的 数字 ” 吧 。 然 而 ， 我 们 会 这 
么 回答 他 ， 


“融和 是 能 将 记 +1 工 但 换 为 0 的 一 个 形式 上 的 数字 。” 


跟 刚 才 的 m 是 一 样 的 。 我 们 把 i 这 个 数 作为 x* +1=0 这 个 方程 式 的 

解 “ 定 义 ? 了 ， 即 我 们 用 方程 式 的 形式 表示 了 ji 应 该 满足 的 “公理 ”。 
尽管 如 此 ， 一 般 人 十 不 会 习惯 用 方程 式 的 解 来 定义 数字 这 种 独特 的 礼法 
的 。 因 为 没 法 实际 用 肉眼 看 到 。 人 闫 要 想 把 握 数 字 概 念 ， 图 形 是 非常 重 
要 的 。 在 负数 情况 下 ， 关 键 束 是 “将 数 轴 辐 负 的 方 网 延伸 ”而 虚数 情况 
下 ， 天 键 束 是 “两 条 数 轴 ”。 


第 一 条 是 实数 的 数 轴 ， 也 驳 是 实 轴 。 





一 汪 -2 一 | 0 1 2 导 


第 二 条 是 虚数 的 数 轴 ， 也 残 是 虚 轴 。 


ee 一 一 复 平 面 ， 我 们 殉 能 理解 
复 效 了 。 


由 1 





—2 
一 3i 
复 平 面 
要 普及 复数 ， 就 必须 从 一 维 空间 飞跃 到 二 维 空间 了 。 
O O O 


眼看 米尔 于 的 解说 弗 一 段落 了 ， 泰 未 拉 举 起 了 于 ， 于 上 还 全 看 筑 于 .………. 
“米尔 有 对， 我 想 回 个 问题 .…...” 
这 时 下 午 诛 的 预备 伶 啊 了 。 


“ 读 ? ! * 泰 采 拉 遗憾 地 收拾 起 盒饭 ， 摆 出 了 她 惯用 的 1 1 2, 3 一 一 斐 波 
那 契 手势 就 回 自己 的 教室 了 ，*“ 剩 下 的 放学 后 去 图 书 室 说 哦 ! ” 


5.2 复数 的 和 与 积 

5.2.1 复数 的 和 

放学 后 ， 我 急忙 赶 到 图 书 室 ， 米 尔 嘉 和 泰 条 拉 已 经 开始 讨论 了 。 

“复数 是 由 平面 上 的 点 表示 的 这 里 我 不 太 懂 。 不 ， 我 知道 要 让 复数 
3+2i 对 应 平面 上 的 点 (3, 2)， 但 是 我 认为 数字 是 数字 ， 点 是 点 ， 是 两 回 
事 。:“ 数 字 : 和 :点 :是 怎么 建立 关系 的 呢 ? ” 

“数字 的 本 质 在 于 计算 。 用 点 计算 试 试 ， 想 想 复 数 的 和 与 积 。” 米 尔 畜 


说 。 





O O O 
想 想 复数 的 和 与 积 。 
两 者 部 可 以 用 复 平面 上 的 几何 图 形 来 表示 。 


我 们 用 平行 四 边 形 的 对 角 线 来 表示 复数 的 和 。 因 为 复数 的 和 就 等 于 模 坐 
标 X 与 纵 坐 标的 和 ， 世 融 是 两 个 天 量 的 和 ， 很 简单 。 


“复数 的 和 ” < “平行 四 边 形 的 对 角 线 ” 


在 图 上 举例 说 明 束 形象 了 。 两 个 复数 1+2i 和 3+i 的 和 等 于 4+3i。 能 
看 到 平行 四 边 形 吧 ? 


di 
5 (1 二 2) 十 (3 十 让 二 4 十 中 
La a 
2i a . 
- 
i 
| 了 了 
3 十 ;i 
_10 1 2 3 4 5 
复数 的 和 


5.2.2 复数 的 积 
这 众 是 复数 的 积 。 


现在 我 们 来 求 以 下 的 复数 a 和 BB 的 积 。 


首先 按 一 般 思路 算 。 
a = 根据 a 二 2+2i,8==1 寺 3i 
= 展开 右边 的 式 子 
一 2 十 6i 十 2i 一 6 利用 让 = 一 1 这 个 条 件 
i 分 实 部 和 虚 部 计算 


然后 在 复 平 面 上 将 a, Bb, ap 三 个 数字 作为 天 量 画 出 来 。 
已 月 一 一 4 十 8i 





复数 的 积 
光 看 这 张 图 是 看 不 出 三 个 数字 的 几何 关系 的 。 


然而 我 们 加 上 后 (1, 0)， 稍 敏 引 一 条 辅助 线 ， 两 个 相似 的 三 角形 融会 如 
星座 浮现 在 夜空 般 ， 呈 现在 眼前 。 以 这 张 图 来 看 ， 你 持 右 下 方 的 小 三 角 
形 的 比例 不 变 ， 将 其 扩大 并 旋转 ， 残 能 变 成 元 方 的 大 三 角形 。 用 计算 坐 
标的 方法 束 可 以 确认 三 边 比 例 是 任 相 每。 


ag 二 一 4 十 前 





复数 的 积 ( 作成 相似 的 图 ) 


“复数 的 积 ” 可 以 用 “相似 的 三 角形 ”来 表示 。 但 这 义 意 味 看 什么 昵 ?为 了 

深入 人 研究， 我们 用 极 坐 标的 形式 来 表示 复数 。 不 用 xy 坐标 来 表示 复 

et (绝对 值 〉》 和 与 x 轴 的 角 拔 〈 幅 角 〉 的 组 合 来 
不 。 

复数 的 绝对 值 指 的 就 是 到 原 操 O 的 距离 。 

复数 的 幅 角 指 的 就 是 和 x 轴 正 半 轴 形成 的 夹 角 。 


例如 复数 2+2i， 如 下 图 所 示 。 


Dj 必 十 221 


2V2 


站 
“A8° 
L 
| 
| 





复数 2 二 2i 的 绝对 值 2y2 和 幅 角 45° 


由 勾 股 定理 可 知 ， 到 原点 O 的 距离 是 2V2。 因 为 复数 2+ 2i 的 绝对 值 是 
2vV2， 所 以 这 下 能 明白 幅 角 是 45° 吧 ? 看 见 一 个 等 腰 直 角 三 角形 了 吧 ? 


2 + 2i 的 绝对 值 写作 |2+ 2i|，2 + 2i 的 幅 角 则 写成 arg (2 + 2i)。 


z 坐标 2 2 2 绝对 值 P+2i= 2v2 
y 坐标 2 : 幅 角 arg(2 + 2i) = 45? 


此 时 ap 的 绝对 值 怎样 呢 ? 





因为 信 OPQ 相似 于 人 OP'Q， 所 以 这 两 个 三 角形 的 各 边 边 长 的 比例 相 


去 分 母 ， 得 到 


又 因为 在 这 里 


= 1, Q= a, P'=B， 所 以 可 得 08 = |o5|, 
OP=1, OG 中 中 ， 即 


lapl=|alx|B| 
也 就 是 说 , “复数 的 积 ” 的 绝对 值 就 等 于 “复数 的 绝对 值 ? 的 积 。 
接 下 来 ， 我 们 来 研究 a8 的 幅 角 。 
LPOQ'= LP'OQ'+ POP: 
义 因 为 人 OPQ 相似 于 人 OP'Q'"， 所 以 有 


LPOQ= AP'OQ: 
因此 ， 我 们 可 以 得 到 下 陈 。 


<PO® = LP OQ +ZPOP 
= LZPOG® + LZPOP' 


在 此 又 因为 <POQ'= arg (af), 人 <POQ = arg (a), POP' = arg (B)， 束 可 
以 得 到 结论 Wo 


arg (ap) = arg (a) + arg (6) 
归根 结 底 ,，“ 复 数 的 积 ” 的 幅 角 就 等 于 “复数 的 幅 角 ”的 和 。 
综 上 所 述 ， 采 用 极 坐 标的 形式 就 可 以 得 到 下 面 这 种 关系 。 
“复数 的 积 ” < “绝对 值 的 积 * 和 “ 幅 角 的 和 >” 


aa = 区 | 这 | 总 | 
arglai) 一 arglaj 十 argl| 


aB 的 绝对 值 等 于 a 的 绝对 值 弱 以 et 值 ， 这 很 正常 。 但 是 ap 幅 角 
地 于 a 幅 角 加 PB 幅 角 ? 这 束 很 有 意思 了 。 可 以 说 幅 角 具有 指数 运算 
页 。 


那么 ， 能 从 几何 层面 理解 复数 的 积 ， 同 理 也 能 从 几何 层面 理解 复数 平方 
后 的 式 子 。 我 们 用 复 平 面 的 知识 ， 再 研究 一 下 午饭 时 那 道 速度 题 一 一 
“平方 等 于 -1 的 数字 ”。 
5.2.3 ” 复 平 面 上 的 i 


我 们 用 复 平 面 的 知识 ， 再 研究 一 下 "平方 等 于 -1 的 数 子 ”"”。 如 来 用 代数 
的 眼光 来 看 方程 x* = -1， 问 题 就 是 


平方 等 于 -1 的 数字 是 什么 ? 


而 如 琳 用 几何 的 眼光 来 看 ， 问 题 就 旦 


如 何 扩 大 及 许 转 才能 令 其 变换 两 次 后 得 -1 ? 


话说 回来 ，-1 到 确 是 什么 呢 ? 复 平 面 上 ，-1 是 “绝对 值 为 1， 幅 角 为 
180°” 的 一 个 点 。 因 为 可 以 菲 “ 绝 对 值 的 积 与 幅 角 的 和 ”来 计算 复数 的 
a 人 后 等 于 -1 的 复数 x 的 性 质 束 是 “绝对 值 平方 后 为 1， 幅 角 
广大 2 们 为 180°”。 


平方 等 于 1 的 正 数 是 v1=1。 扩 大 2 倍 为 180。 的 幅 角 就 是 90*。 也 就 是 
和 绝对 值 为 1， 幅 角 是 90° 的 复数 平方 后 为 -1。 这 确实 与 复数 i 一 
致 。 





( 幅 和 角 180°) 一 1 0 1( 电 角 0°) 


一 1 和 i 的 幅 角 


然而 ，x = -1 应 该 有 zi 两 个 解 。 另 一 个 解 x= -i 去 哪儿 了 呢 ? 实际 上 ， 
扩大 2 倍 为 180。 的 幅 角 有 两 个 ， 分 别 是 +90° 和 -90°*。 这 两 个 角 刚 好 与 
+i 和 -i 对 应 。-90? 角 扩 大 2 倍 是 -180。， 但 180。 与 -180。 实际 上 是 同一 
个 角度 。 





认 幅 角 十 90”) 
se 
站 SS 
2 站 
! ' 
| 
( 幅 角 圭 180°) 一 1 ， CC 11( 幅 角 0°) 

: i 

一 i( 旺 和 角 一 90°) 

十 i 和 一 i 的 幅 角 


像 这 样 ， 如 果 可 以 把 ?i 看 作 是 “绝对 值 为 1， 幅 角 是 +90° 的 复数 ”， 
平方 后 等 于 -1” 的 性 质 就 没什么 别扭 的 了 。 也 束 是 说 ,，“ 癌 右 连 给 支 转 两 
次 ”和 “向 左 连续 转 两 次 ”就 等 于 “向 后 转 ”。 


用 几何 方法 更 容易 形象 生动 地 体现 数字 的 性 质 。 将 复数 这 个 “数字 ”表现 
为 复 平 面 上 的 “点 ”， 确 实 是 个 很 棒 的 点 子 。 


O O O 
“很 标的 点 子 。? 米 尔 曼 说 。 


| 一 时 间 我 们 都 沉默 着 不 
知道 说 什 和 


“对 了 ， 米 尔 里 。” 我 说 , “因为 复数 包含 实数 ， 所 以 同一 规律 也 适用 于 
计算 实数 的 积 吧 ? ” 


米尔 对 沉 默 地 点 点 涉 。 我 继续 往 下 说 。 
“比如 有 这 么 一 个 问题 一 一 “负数 乘 以 负数 为 什么 得 正 数 *。 
人 多 交 估计- 下 


这 里 会 目 然而 然 地 想到 复 平 面 上 的 旋转 。 比 如 ， 我 们 来 考虑 下 和 面 这 个 式 
了 


CDXCD=1 


来 两 次 -1 也 就 相当 于 将 -1 的 幅 角 180? 扩大 两 价 ， 束 变 成 了 旋转 
360"， 等 于 根本 没 旋转 。 根 本 没 旋转 指 的 是 幅 角 为 0"， 对 应 1 这 个 数字 


“ 泰 条 拉 ， 刚 才 他 说 的 你 明白 吗 ? ?米尔 嘉 问 。 
“I 阿 ， 这 个 ...... 我 明白 了 。” 泰 休 拉 回答 。 


“ 那 束 好， 束 像 他 说 的 那样 ，“ 负 负 得 正 ; 是 很 自然 的 ， 要 问 有 多 目 然 ， 丈 
像 ' 连 续 同 后 转 两 次 驶 回 到 原来 的 天 网 ' 一 梓 目 然 。” 


啊 ， 之 前 从 米尔 天 那 听 到 *“o 的 华尔兹 ”的 时 候 ， 天 不 多 也 是 这 个 感觉。 
只 看 实数 来 说 明 负数 的 积 ， 是 无 法 直观 地 理解 的 。 然 而 用 复 平 面 旋转 来 
形象 地 说 明 ， 吏 不 筑 得 人 负数 的 积 列 扭 了 。 把 较为 宽广 的 复数 世界 持 绘 于 
心 ， 也 就 能 彻 压 理解 深 埋 于 其 中 的 实数 世界 了。 从 融 维 空间 往 下 看 ， 找 
寻 数 字 结 构 也 束 容易 了 许多 .…… 


“米尔 嘉 .…… 我 感觉 …… 有 点 明白 了 。 用 复 平面 来 将 数字 和 点 对 应 。 数 
字 的 计算 对 应 点 的 移动 。 这 样 同时 加 深 了 对 数字 和 点 的 理解 .….. 对 


吧 ? ” 


“说 的 没 错 ， 泰 来 拉 。 


代数 

所 有 复数 的 集合 
已 数 a 十 六 
复数 的 集合 
复数 的 和 
复数 的 积 


将 数字 和 氮 对 应 ， 代 数 和 几何 对 应 。? 米 尔 姑 说。 
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儿 合 

复 平 面 

al ti) 

复 平 面 上 的 图 形 

平行 四 边 形 的 对 角 线 

绝对 值 的 积 ， 幅 和 角 的 和 (扩大 及 诈 转 ) 


“ 复 平 面 古 代数 和 几何 迁 后 的 绚 台 。” 
米尔 时 说 看， 将 食指 轻 轻 贴 在 目 己 的 双 展 上 。 
“在 复 平 面 这 个 舞台 上， 代数 和 几何 接吻 了 。?” 


米尔 唉 的 一 句 话 ， 契 得 泰 林 拉面 红 母 亦 地 低下 了 头 。 


5.3 五 个 格 点 


5.3.1 卡片 
第 二 天 放学 后 ， 我 独 目 走出 校门 。 


今天 我 一 直 在 图 书 室 算 题 。 米 尔 嘉 先 回去 了 ， 秦 人 条 拉 却 没有 出 现 。 自 己 
虽然 计算 得 很 顺利 ， 但 总 觉得 有 些 无 聊 。 


我 顺 看 住宅 区 曲 曲 扩 折 的 小 路 前 行 ， 却 被 背后 一 声 “ 学 一 一 长 一 一 * 叫 
住 了 。 泰 末 拉 问 我 跑 了 过 来 。 


“学 长 ， 蛤 啊 ， 哈 啊 ...... 追 ， 追 上 你 了 。” 
“我 以 为 你 已 经 回 家 了 了 呢 。” 
“ 哈 啊 .………. 我 ， 我 只 是 晚 去 了 图 书 室 ， 一 ， 一 会 儿 。?” 泰 条 拉 上 和 气 不 接 下 
站 
cl 国 9 ，， 
“我 跟 村 木 老师 聊 了 聊 复 平面 ， 他 就 拿 给 了 我 新 的 问题 。” 
泰 条 拉 取 出 卡片 。 

问题 5-2 五 个 格 点 》 

假设 a,b 为 整数 ， 把 在 复 平 面 上 与 复数 a+ pi 对 应 的 点 称 为 格 点 。 
现在 给 出 五 个 格 点 ， 这 五 个 格 点 的 位 置 是 随意 的 ， 请 证 明 我 们 可 以 


从 中 选 出 条 两 个 合适 的 点 PP 和 Q， 使 得 线段 PQ 的 中 点 M 也 是 格 
扩 。 中 扩 MM 可 与 给 出 的 五 个 格 操 位 置 不 同 。 


这 语调 似乎 有 什么 深 音 。 


“ 喝 ? 只 给 出 了 ' 烙 点 ' 这 一 个 条 件 ， 感 觉 有 点 难 吧 。” 


我 边 走边 看 卡片 ， 思 考 着 。 泰 打 拉 一 边 偷 瞄 着 我 的 神情 ， 一 边 在 我 身 旁 
不 停 地 打转 。 小 动物 秦 朱 拉 。 
线段 PQ 的 中 点 M 指 的 是 将 线段 PQ 二 等 分 的 感 。 中 后 十 图 形 ...... 不 ， 
是 几何 表示 。 使 用 坐标 思考 的 时 候 ， 束 需要 用 数学 公式 体现 中 点 这 个 具 
有 几何 性 质 的 说 法 。 把 两 点 的 坐标 记 作 (x, y) 和 (x'y')， 中 扣 的 坐标 束 
可 以 与 成 

T 十 TI y+y 

3) 


“ 咖 ， 化 一 天 去 想 肯 定 能 解 开 。 个 过 要 起 用 一 整 天 都 没 解 开 ， 那 么 即便 
化 上 一 星期 肯定 也 解 不 开 了 。” 我 说 。 


“ 昌 嘿 嘿 .….. 学 长 的 意思 是 说 ， 这 题 很 难 叶 ?” 
“只 泰 盯 拉 ， 你 干吗 一 副 深 不 可 测 的 样子 ?” 
“因为 解 开 了 1 ， 

“ 解 开 什么 ? ” 

“这 个 问题 啊 ! 难道 还 有 别 的 吗 ? ， 

“ 谁 解 开 的 ? ， 

“就 是 本 姑娘 ， 泰 条 拉 ! " 泰 基 拉 举 起 右手 示意 。 
“ 解 开 什么 ? ” 


“这 个 问题 啊 ! 学 长 ， 不 要 开 玩 突 呆 。 我 从 村 木 老 师 那 接 到 问题 
以 后 天 一 二 在 想 。 因 为 总 感觉 能 解 和 天， 所 以 上 读 也 在 一 直 研 究 。” 
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“然后 ， 我 只 花 了 几 个 小 时 就 解 开 了 ! ” 

“上 诬 时 则 ......” 

“学 长 ， 你 想 听 不 ? 想 听 吗 ? 我 的 答案 ! ” 

泰 末 拉 把 手 交 握 在 胸 前 ， 从 下 方 望 者 我 。 

“好 好 ， 请 讲 。?” 既 然 她 都 使 出 了 最 终 起 器， 我 也 吏 没 办 法 了 。 

那么， 我们 去 "豆子 ' 吧 ! ” 

5.3.2 “豆子 ”咖啡 店 

我 们 走 进 了 车 站 前 那 家 名 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 ， 随 便 点 了 些 东 西 之 后 ， 泰 
条 拉 束 翻 开 了 笔记 本 。 研 究 数 学 的 时 候 我 们 总 是 并 排 坐 ， 这 样 方便 看 笔 
记 ， 而 且 ...... 咽 ， 因 为 方便 看 笔记 。 


“ 自 和 完 ， 按 照 原理， 用 实际 例子 来 验证 目 己 的 理解 。 因 为 ‘示例 十 理解 的 
试金石 " 啤 。 我 们 不随 便 设 五 个 格 操 吧 。” 


A(4, 1), B(7,3), C(4,6), D(2,5), E(1,2) 


“我 们 一 计算 中 反 ， 束 友 现 确实 出 现 了 格 上 把。 器 这 个 例子 来 说， 我 们 把 
扩 A, DD 当成 尽 P, Q。 这 样 线段 PQ 的 中 扩 束 十 格 点 M(3, 3)。” 
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泰 打 拉 高 高 举 起 握 紧 的 拳头 扬言 道 ，“ 那 么 ， 我 要 在 此 拿 出 "秘密 
4 


“什么 秘密 工具 啊 ， 采 拉 A 梦 ? ” 
“是 “调查 奇偶 性 ' 啦 1 ”今天 的 泰 采 拉 ， 眼 中 闪 着 不 一 样 的 神采 。 
OO OO OO 
查 奇偶 性 * 啦 ! 


设 与 格 点 对 应 的 复数 为 x+yi， 调 查 x,y 的 奇偶 性 ， 这 样 一 来 ， 
成 下 面 四 种 情况 中 的 一 种 。 


7 Y 
情况 1 人 蛋 数 人 蛋 数 


ee 


TE 


况 2 侦 狼 ” 奇数 
沉 3 柯 数 人 眉 数 


Te 


3 
> 
到 
溢 
对 
洋 


束 会 变 


给 出 了 五 个 格 上 后 。 


mS 分 类 成 四 种 情况 ， 所 以 至 少 有 两 个 点 与 x,y 的 奇 伪 


我 们 把 这 两 个 与 x,y 可 俩 性 相同 的 扣 设 为 P, 8。 比如 P( 侦 数 ， 可 
数 ) ，Q 俩 数 ， 琳 数 ) 。 因 为 P,Q 的 坐标 和 x,y 横 纵 坐标 的 奇偶 性 是 
:nin dd 
工 No 

介 数 + 偶数 ”或 者 光 数 + 奇数 


倩 效 与 倡 数 的 和 ， 柯 数 与 奇数 的 和 都 古 偶 数 。 


个 数 + 偶数 = 侦 数 
奇数 十 奇数 = 偶数 


所 以 P,Q 的 中 点 M 的 坐标 是 偶数 除 以 2， 横 坐标 x 和 纵 坐 标 》 都 是 整 
数 。 这 就 说 明 ，M 是 格 点 。 


综 上 所 述 ， 可 证 得 不 管 五 个 格 点 放 和 在 哪里 ， 神 可 以 选 出 两 点 ， 使 这 两 操 
的 中 后 为 格 反 。 


好 了 ， 这 样 我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 ...... 咖 嘿 。 
解答 5-2 (五 个 格 点 ) 


大 上 人 祁 存 在 坐标 奇 借 性 一 致 的 两 个 点。 可 以 将 这 
两 个 所 作为 了 


O O O 
“嘿嘿 。* 泰 淋 拉 似乎 很 高 兴 地 说 道 。 
泰 林 


居然 用 了 米尔 时 的 标 忘 性 台词 。 拉 真 有 一 套 啊 。 


话说 回来 ……. 
“这 漂亮 地 运用 了 的 笼 原理 呀 。” 
“的 自 原 理 .….. 那 是 什么 ?” 泰 杂 拉 笨 拙 地 东张西望 。 一 一 在 学 铭 子 吗 ? 


“ 仿 笼 原理 说 的 是 ， 有 n+1 只 馈 子 外 进 n 个 偶 龙 ， 那 么 至 少 有 一 个 饮 宠 
里 天 看 两 只 或 两 只 以 上 的 马子 。 束 是 这 么 个 原理 。” 


“ 咖 ...... 这 不 是 理所当然 的 吗 ? ” 

“是 理所当然 ， 不 过 也 是 个 方便 的 原理 。” 

“这 座 的 问题 里 有 出 现 仿 宠 吗 ? ” 

“‘ 末 侦 的 情况 束 古 馈 笼 ， 格 操 束 是 鸟 子 。' 把 五 个 格 扣 分 类 成 四 种 情 
况 ， 公 少 有 两 个 格 点 是 同一 情况 ' 跟 ‘在 四 个 饮 宠 里 放 五 只 包子， 全 少 有 有 
两 只 进 了 同一 个 饮 笼 ' 是 一 回 事 吧 。” 

“学 长 .…... 没 错 ， 没 错 ， 确 实 没 错 ! ” 

“你 说 了 三 次 ' 设 错 :， 质 数 。” 

“ 马 笼 原理 .……... 真 的 用 到 了 呢 ! ” 

翁 龙 原理 


有 n+1 只 马子 钻 进 n 个 僻 宠 ， 那 么 全 少 有 一 个 饮 龙 里 天 看 两 只 或 
两 只 以 上 的 鸟 子 。 在 这 里 ，n 古 目 然 数 。 


“这 原理 说 起 来 谁 都 懂 ， 没 想到 居然 还 起 了 名 字 ， 得 写 下 来 才 行 ， 馈 
笼 ... ,原理 。， 


藤林 拉 拿 出 笔 袋 ， 把 铝 沉 原理 记 在 笔记 本 上 。 
“ 喷 ? 花 东 拉 ， 给 我 看 看 你 那 页 笔记 。” 
“这 页 吗 ? 是 我 算 了 叉 算 的 理 特 ， 太 丢人 了 。” 


笔记 与 了 大 概 有 5 页， 上面 画 了 一 扒 格 点 和 格 点 连 成 的 星 形 图 形 。 很 明 
显 泰 赤 拉 一 卫 想 看 这 个 格 点 问题 ， 试 了 多 种 多 样 的 情况 。 


“ 秦 赤 拉 ， 你 试 了 很 多 种 情况 啊 。” 


“ 没 错 。 我 把 学 长 你 经 常 挂 在 嘴 边 的 那 名 “示例 是 理解 的 试金石 ' 拿 来 实践 
了 。 为 了 能 真正 理解 这 个 问题 ， 就 一 个 劲 儿 地 举例 子 ， 确 实 怎么 举例 都 
会 出 现 格 点 。 然 后 我 就 回 到 了 格 点 的 定义 一 一 横 坐 标 x 和 纵 坐 标 y 都 
是 整数 。 要 想 让 中 点 成 为 格 点 ， 必 须 让 两 点 坐标 的 和 能 被 2 整除 .…... 然 
后 我 走 到 这 一 步 才 意识 到 要 分 奇偶 情况 讨论 。 所 以 能 解决 这 个 问题 ， 都 
是 多 亏 了 学 桥 。 > 


泰 东 拉 说 着 ， 脸 上 绽开 微笑 。 

泰 条 拉 很 努力 嘛 。 

两 个 小 挂 饰 垂 在 泰 东 拉 的 笔 袋 下 ， 一 个 是 用 细 长 的 银色 金属 丝 这 成 的 鱼 
形 挂 饰 ， 还 有 一 个 是 发 看 蓝 色 金属 光泽 的 字母 M。 古 名 字 的 首 字母 吗 ? 
不 过 ， 泰 末 拉 的 首 字 母 是 T 啊 。 

M， 和 是 谁 名 字 的 首 字 母 呢 ? 





5.4 可 以 粉碎 的 质数 
第 二 天 。 

放学 后 的 教 军 ， 只 剩 下 我 和 米尔 巡 
“你 可 爱 的 妹妹 还 好 吧 ? ” 

米尔 天 轻 轻 用 手指 扔 起 垂 散在 额头 前 的 刘海 ， 问 着 。 
“ 记 ? 啊 ， 你 说 万 里 ? 她 挺 好 的 ， 脚 已 经 没事 了 。” 
“你 直接 叫 她 名 字 啊 。” 

隅 ， 因 为 从 小 吏 在 一 起 。” 

“ 尤 里 跟 你 长 得 很 像 呆 。? 炒 尔 史 说 。 

“在 吗 ..……. 甜 不 多 吧 ， 因 为 是 杀 折 啉 。?” 

“ 抗 打击 能 力也 很 强 。” 

“她 家 你 突然 给 了 一 句 ， 犹 如 醒 翻 洪 项 ， 很 融 兴 。” 
这 边 也 很 像 。” 

米尔 天 伸 出 右 于 ， 触 健 我 的 元 耳 。 

“ 干 ， 干 什么 ? ! "我 吓 了 一 跳 ， 吴 子 直 往 后 缩 。 

“ 耳 永 形状 很 像 ， 你 跟 尤 里 。” 

“是 ， 征 蚂 .………? 我 怎么 会 记得 耳 永 的 形状 啊 。 

“ 抛 扩 的 位 置 。” 

a 阿 ? » 


“里 的 原 东 这 里 但 有 二 人 小 乓 京 5 
米尔 器 操 着 我 的 耳 灯 。 

“I 阿 ......? >” 

“怎么 脸红 了 ? ”米尔 器 全 着 尖 看 我 。 
“我 才 没 脸红 呢 ! 

“你 还 能 知道 自己 脸 是 什么 颜色 啊 ， 真 有 才 ，。 
“因为 你 眼镜 里 照 出 我 的 脸 了 。” 

“ 喔 .能 看 见 啊 。 


“能 看 见 ， 你 看 .……” 我 凑 上 去 ， 田 着 自己 在 米尔 嘉 眼镜 里 的 影子 , “这 
a 


“你 的 眼镜 也 把 我 照 出 来 了 。” 米 尔 肥 说 。 

一 句 话 让 我 意识 到 ， 我 无 意 之 间 贴 她 太 近 了 。 
米尔 鄙 伸 出 双手 ， 抓 住 我 两 上 只 耳 东 。 

她 就 这 么 把 我 拉 了 过 去 .….…… 


gt te 


米尔 天 迅速 放 开 和 于， 我 险些 问 后 跌倒 。 
未 拉 看 我 们 没 在 图 书 室 ， 束 过 来 找 我 们 了 。 
“我 把 “两 个 数 的 平方 和 到 等 于 两 数 之 和 来 以 两 数 之 到 用 在 复数 上 ， 友 现 


了 不 得 了 的 事 ! 能 把 质数 因数 分 解 ! ” 
泰 示 拉 疝 司 挥 动 看 手 里 的 笔记 本 。 
“ 打 个 比方 ， 我 试 着 把 2 分 解 成 1+1 这样 的 形式 ， 做 了 这 样 的 变形 。” 


2 二 1+1 把 2 拆 成 1 跟 1 的 和 
一 12 十 1 本 风 于 
ST 把 1 写成 一 (一 1) 

二 | 于 1 


| 


= 把 “平方 差 ” 变 成 “和 与 差 的 积 ” 的 形 
“也 就 是 说 ， 存 在 以 下 等 式 ! ” 
2=(1+DG -9 
“这 样 ， 就 把 质数 2 因数 分 解 了 ! ” 
呵 ..…... 我 总 算 明 白 她 想 说 什么 了 。 


“我 说 ， 泰 末 拉 .…… 计 算 本 喘 是 正确 的 ， 但 是 你 把 2 分 解 成 了 复数 的 
积 ， 并 不 是 整数 的 积 。” 


“但 古 .…....” 秦 赤 拉 把 目光 投 到 笔记 本 上 ，。 
啊 ， 好 疼 ! ” 





“不 配 当 老师 。? 米 尔 尖 襄 。 


“我 义 不 古 老师 ! ?而 且 也 不 全 于 距 我 啊 。 


“展开 思 路 。? 米 尔 器 无视 了 我， 继续 说 道 ,，“ 确 实 泰 末 拉 的 等 式 2= (1 
+ i)(1 -站 没 把 质数 分 解 成 整数 的 积 的 形 式 ， 但 是 把 1+i 和 1 -i 看 成 整 


数 的 一 种 又 如 何 呢 ? 事实 上 ， 当 a,b 为 整数 时 ， 复 数 a + Di 称 为 高 斯 整 
数 。1 +i, 1-i,3+2i,-4+8i 这 样 的 都 是 高 斯 整数 。 当 然 高 斯 整数 也 包 
插 q+bi 中 b=0 的 情况 ， 也 束 是 说 局 斯 整数 包含 普通 的 整数 。 全 体 整 
数 的 集合 写作 名， 全 体高 斯 整数 的 集合 写作 4 和 ij， 这 个 表示 方法 ， 象 征 i 
SE 

整数 PZ 和 高 斯 整数 2 

假设 ab 为 整数 ， 则 我 们 把 a+bi 称 为 高 斯 整数 。 

多 = 全 … ,一 2, 一 1,0,1,2,…|} 全 体 整 数 的 集合 
2 人 ij = 如 十 下 |aE2pE4 全 体高 斯 整数 的 集合 


当 aEeZE，pEZ 时 ， 我 们 用 世 二 下 |as2pe 人 2 表示 全 体 a+pbi 形 
式 的 数 子 集合 。 


“ 殉 像 取 整 数 时 取 数 轴 上 分 散 的 值 一 样 ， 取 高 斯 整数 时 也 要 取 复 平面 上 
分 散 的 值 。 人 整数 是 一 维 空间 ， 局 斯 整数 是 二 维 空间 。” 


“米尔 有时， 这 是 格 点 吧 ! ”泰和 东 拉 叫 道 。 


“< 没 错 。 高 斯 整数 对 应 复 平面 上 的 格 点 。 泰 杀 拉 你 刚刚 用 2= (L+ D (1- 
D 表示 的 就 是 


在 整数 Z 中 是 质数 ， 
但 在 高 斯 整数 2 是 中 不 能 成 为 质数 的 数字 。 


2 这 个 数字 在 整数 Z 里 是 质数 ， 可 是 在 高 斯 整数 2 里 就 不 是 质数 ， 因 
为 它 能 分 解 成 积 的 形式 。” 


“就 像 是 不 应 该 坏 掉 的 原子 坏 掉 了 吗 .……" 我 说 ， 
“这 比喻 挺 浪漫 的 嘛 。* 米 尔 嘉 冷 冷 地 回 了 我 一 句 ， 

“我 们 的 质数 ， 在 高 斯 整数 Z 卓 里， 全 部 都 能 被 因数 分 解 呢 .…..….” 
“ 谁 说 全 部 ' 的 ? ， 


“ 咯 ? 不 ..….…... 个 对 吗 ? ” 徐 末 拉 尺 了 。 

“不 对 。 我 们 的 整数 孔 里 包含 两 种 质数 。 一 种 拿 到 高 斯 整数 2 四 里 能 分 

解 成 积 的 形式 ， 可 以 说 是 “可 以 粉碎 的 质数 "。 打 比方 说 ， 把 2 拿 到 

的 世界 里 进行 分 解 ， 束 得 到 (1+ D(1 -iD。 而 万 一 种 质数 即使 委 到 高 斯 束 
数 2 四 里 ， 也 不 能 分 解 成 积 的 形式 ， 这 就 是 ' 无 法 粉碎 的 质数 *。 比 如 3， 

即使 把 它 拿 到 2 和 里 也 无 法 将 其 粉碎 。3 即使 在 4 里 也 还 是 质数 。 但 

旦 要 注意 一 下 ， 可 以 粉碎 和 无 法 粉碎 不 是 正 陈 的 数学 用 语 。:+1 既 不 十 

合 数 也 不 是 质数 ， 它 叫 作 单数 。” 


零 (0) 
单数 “( 土 1) 
整数 也 4 合 数 ”( 土 4, 士 6, 士 8, 士 9, 士 10,. … 
“可 以 粉碎 的 质数 ” 可 以 用 2Z 国 分 解 成 积 的 形式 
| “无 法 粉碎 的 质数 ” 不 能 用 2 分 解 成 积 的 形式 
原来 如 此 ,“ 可 以 粉碎 的 质数 "和 “无 法 粉碎 的 质数 ”...... 米 尔 嘉 这 不 也 用 
了 个 浪漫 的 比喻 吗 。 


米尔 时 扫 视 了 一 下 我 们 的 表情 ， 绥 组 地 转 过 去 ， 面 问 黑板 。 我 跟 厂 林 拉 
简 耳 像 中 了 路 一样 跟 看 她 。 


米尔 天 千 过 一 文 粉 过 ， 豆 静 地 财 上 眼 .…… 三 秒 钟 。 


“从 现在 开始 ， 来 把 我 们 的 质数 一 个 个 粉碎 ， 试 试 能 不 能 看 穿 有 哪些 情 
况 属于 ' 无 法 粉碎 的 质数 '。” 


米尔 器 开始 在 黑板 上 写 起 了 数学 公式 。 


2= (1+i)(1—i) 可 以 粉 本 


二 3 盛 法 粉碎 
Ds A 可 以 粉碎 
7 一 了 无 法 粉碎 
11 二 11 无 法 粉碎 
| WE 可 以 粉碎 
TIF 可 以 粉碎 


“还 看 个 太 出 来 。 我 们 把 质数 列 中 ' 无 法 粉 雄 的 质数 ' 团 出 来 。” 
人 
“这 样 也 看 个 出 来 。 我 们 干脆 不 用 质数 列 ， 而 是 用 全 体 整 数列 来 看 看 。 
把 从 2 到 17 的 所 有 整数 中 无 法 粉碎 的 质数 ' 画 上 较 ， 残 能 看 出 些 冰 侦 
下 
2@456m891001 1 14 15 1 17 


“ 冉 办 换 成 表 的 形式 ， 束 能 消 荡 地 看 出 都 有 哪些 情况 了 。” 


2 (3) 
4 5 6 的 
8s 9 10 d} 


12 13 14 15 
I 

“这 之 后 会 怎么 样 呢 ? 我 非常 ， 非 常 想 知道 ! ”泰和 打 拉 看 着 米尔 嘉 ， 激 动 

得 脸 都 沁 起 了 红 漳 。 

“确实 很 令 人 感 兴 趣 。 那 么 ， 我 们 鬼 顺 序 来 粉碎 比 17 大 的 质数 。” 米 处 

器 继续 写 下 数学 公式 ， 粉 笔 融 击 黑板 的 声 首 也 局 郧 了 许多 。 


1 1 

2 
I 
1] 
37=(6+i)(6—i) 
i 
43 = 43 

1 
Ds [7 
Ds 
人 
67 三 67 

| 

73 = (8 + 3i)(8 — 3i) 
ee, 

S33 一 必要 
SS 
07 = (9 A)(9 =adi) 


无 法 粉碎 
盛 法 粉碎 
可 以 粉碎 
无 法 粉碎 
可 以 粉碎 
可 以 粉 酝 
无 法 粉碎 
无 法 粉碎 
可 以 粉碎 
盛 法 粉碎 
可 以 粉碎 
盛 法 粉碎 
盛 法 粉碎 
可 以 粉碎 
无 法 粉碎 
无 法 粉碎 
可 以 粉碎 
可 以 粉碎 


“来 ， 我 们 把 这 些 结果 做 成 表 的 形式 。 质 数 以 外 的 数字 我 们 用 . 来 代 


2 思 
5 + On 
-" 品 
I 
17 . 本 
”如 
29 . 加 
有 : 
41 :图 
人 
F333 ; 
”的 
61 - . 
”全 
“ 口 
73 . 
”加 

”3 
89 | 
97 . 


“1 ”我 也 了 一 尺 。 真 令 人 惊讶 。 男 疾 的 数 和 学 整齐 地 排列 在 右 痢 。 因 为 表 
的 每 行 包含 4 个 数字 .……… 所 以 右 站 的 是 “ 除 以 4 后 余数 为 3 的 质数 ”。 


田立 的 是 “无 法 粉碎 的 质数 ">。 也 束 是 说 ,， “可 以 粉碎 的 质数 ”>， 即 能 用 (a 
+ bi)(a -bi 的 形式 表示 的 质数 除 以 4 后 ， 余 数 为 3， 不 是 吗 ? 除 以 4 之 
后 的 余数 有 什么 特别 的 含义 吗 ? 
问题 5-3 《可 以 粉碎 的 质数 ) 
质数 p 和 整数 q,b 具有 以 下 关系 。 证 明 p 际 以 4 余数 不 为 3。 
p=(at+bi)(a-bi) 


“要 证 明 这 个 太 简 单 了 。? 米 尔 史 说 。 


把 整数 根据 除 以 4 的 余数 进行 分 关 ， 整 数 除 以 4 的 余数 无 非 殴 是 0, 1, 2， 
et 的 一 个 。 换 诗 之 ， 所 有 的 整数 部 包含 在 下 列 式 了 于 之 中 (其 中 q 为 整 
2) 。 


40 十 0 
45 十 1| 
4g 十 2 
405 十 33 
将 这 些 式 子 平方 ， 再 提出 4。 
(dq + 0) = 160: — 4(40 十 时 
(4g+ 1 =16g +8g+1 =4(402 二 20) 二 1 


(4g +2): =16g +169+4 =449 +4g+1)+0 
(4qg+3): =16g +24g+9 =4(4g:+6g++2)+1 
也 束 是 说 ， 用 平方 数 除 以 4 的 余数 只 能 是 0 或 者 1。 因 此 ， 两 个 平方 数 


的 和 qa?2+ bb? 除 以 4 的 余数 只 能 是 0+0=0、0+1=1 或 者 1+1=2 中 的 
We 
De 


因此 ，(a+bpia-pbpiD=az+bpb2 除 以 4 的 余数 不 会 是 3。 
解答 5-3 《可 以 粉碎 的 质数 ) 
1. 平方 数 o 除 以 4 的 余数 不 是 0 就 是 1。 
2. 平方 数 br 除 以 4 的 余数 也 不 是 0 融 是 1。 
3. 两 个 平方 数 的 和 o + bx? 除 以 4 的 余数 是 0, 1,2 中 的 一 个 。 
4. 因此 ，a*+b*=(a+bi)(a-bi)=p 除 以 4 的 余数 不 会 是 3。 


“ 综 上 所 述 ， 可 以 粉碎 的 质数 除 以 4 余数 不 是 3。 实 际 上 ， 大 把 吕 作为 奇 
质数 ， 则 存在 以 下 关系 。 


六 一 (十 站 人 Ga 一 下 二 了 除 以 4 余数 为 1 


这 么 说 来 ， 以 前 我 还 出 过 找 不 同 的 题 呢 。239, 251, 257, 263, 271, 283 这 
些 数字 中 ， 不 同 的 是 257。 只 有 这 个 数 是 “可 以 粉碎 的 质数 *， 因 为 只 有 
257 这 个 质数 除 以 4 余数 为 1。” 


239 一 239 无 法 粉碎 
251 = 251 J 
2 可 以 粉碎 
263 = 263 无 法 粉碎 
271 一 271 无 法 粉碎 
283 = 283 无 法 粉碎 


“ 除 以 4 余数 为 3 的 质数 ， 不 仅 不 能 因数 分 解 为 (a +bi)(a -bi 的 形 
式 ， 也 无 法 分 解 为 其 他 任何 形式 。 实 际 上 ， 整 数 马 中 除 以 4 余数 为 3 的 
质数 在 ij 里 也 起 着 “质数 "的 作用 。” 


我 咀嚼 着 米尔 嘉 的 话 ， 感 觉 很 不 可 思议 。 使 用 高 斯 整数 “出 ， 就 能 理解 
整数 孔 中 存在 可 以 粉碎 质数 的 情况 。 


但 是 ， 没 想到 研究 能 合 粉 碎 葛 然 跟 * 除 以 4 的 余数 ”有 天 。 用 余数 研究 整 
数 原来 这 么 深奥 啊 。 


除法 和 余数 我 们 在 小 学 束 学 了 。 原 来 人 不知 个 沉 中 我 们 从 小 学 开始 就 拿 
着 “ 求 余数 ”这 个 强 有 力 的 工具 了 啊 。 想 起 小 学 时 学 除法 的 时 候 ， 我 们 一 
子 一 顿 地 跟 看 老师 仿 :“ 队 数 ”。 像 是 侯 这 上 段 记忆 军 引 看 一 
役 ， 我 想起 了 小 学 局 年 级 时 期 的 老师 。 老 师 看 了 我 的 笔记 本 ， 表 扬 
OO 








泰 打 拉 开 了 口 。 
“米尔 嘉 ， 在 复 平 面 里 计算 ， 在 22 里 计算 ， 在 多 里 计算 ...... 在 这 么 多 


汪 围 里 计算 数字 ， 好 有 她 电 啊 ， 而 且 还 掺 杂 独 图 形 .2” 
“ 考 碟 计算 的 结构 是 很 有 意思 的。” 米 尔 矣 回答 , “为 了 将 计算 进一步 思 
考 归 纳 ， 我 们 有 一 个 概念 ft。 这 也 很 有 半 
去 了 了， 明天 再 讲 群 论 。” 


“好 。” 芭 和 东 拉 答 道 





我 重新 想到 。 

人 类 真是 无 法 预知 未 来 。 

我 们 以 为 明日 也 会 往常 如 今日 。 

明天 ， 也 能 继续 听 炒 尔 寻 讲解 。 

在 放学 后 ， 在 老 地 方 。 

虽然 我 们 本 应 知道 “会 发 生 什么 都 是 未 知 的 ”。 


明天 再 讲 群 论 一 一 米尔 嘉 确 实 是 这 么 说 的 。 
然而 ， 她 却 没 能 大 守 约定 。 


因为 第 二 天 ， 友 生 了 交通 事故 。 





“这 些 命题 ”反映 了 一 个 事实 。 
数字 世界 从 马 扩 展 到 2i 时 ， 质 数 分 解 的 形态 ， 
是 由 质数 除 以 4 的 余数 决定 的 。 

一 一 加 蕨 和 也 ， 黑 川 信 重 ， 斋 藤 多 ，《 数 论 切合 


我 的 笔记 
用 下 图 来 表示 人 AOPQ 和 八 OP'Q' 相似 。 





设 忆 刀 5,dE 攻 (有 R 为 实数 ) ， 则 w 8 表现 为 以 下 形式 。 


二 如 十 人 机 
3 二 c+ 中 
此 时 ， 可 用 下 列 等 式 表示 ap。 
a = 二 + 如 (ec 二 + 页 |) 
—act+ad+ bic+ ba 
= {ac— balt lad + be)i 
用 qa, b, c, d 表示 两 个 三 角形 的 各 边 。 
首先 ，AOPQ 的 三 边 边 长 如 下 所 示 。 


OP=|1|=1 
PO=|a—1=|lathi1=|(a m1)+W|= va 1)2+ 
O 久 = |al = la 十 机 | = vet 


然后 ，AOP'Q 的 三 按 边 长 如 下 所 不。 
OP’=|B=|c+dl=ve+R=1lx vc +d=oOPx | 


ee 


本 1) 4 bij(ct 看 )| 
hae bias 


一 he) 2 









OF = lap 
一 和 — bd) + (ad + be)il 
— bd + lad+t bc): 


= Vac — 2abcd + bd + atd: + 2abcd + be’ 








~ vac + ba + ad + bce: 


= ve + (e+) 


~ vat+b) XIc 十 到 


i 
本 





= OQ x |8| 
最 后 得 到 
OP’ =OPx|B 
PO = PQx|B| 
OF = OQx | 


可 以 说 ， 三 边 比 例 相等 。 


OP : PO :00= OP :PO :OW 











第 6 章 阿 贝尔 群 的 眼 广 


何 为 苹 福 ， 我 也 搞 不 清 。 

其 实 ， 无 论 多 么 痛 知 的 事 ， 

只 要 能 正道 直行 ， 即 使 赴 汤 蹈 火 ， 也 能 一 步 步 接近 和 幸福 。 
一 一 号 闯 贤 治 《 银 河 铁 道 之 夜 》 


6.1 奔跑 的 年 展 

一 大 清早 ， 泰 打 拉 就 冲 进 了 我 的 教室 。 

“学 长 ! 米尔 嘉 她 .….. 她 被 卡车 接 了 ! ” 

我 几乎 从 椅子 上 弹 起 来 。 

“你 说 米尔 嘉 ， 她 怎么 了 ? ! ” 

我 抓 着 泰 休 拉 的 双肩 。 

“刚才 ， 刚 刚 ， 就 在 那里 ,.……" 素 茶 拉 语无伦次 ， 几 乎 快 哭 出 来 了 。 
“我 听 不 明白 ! ”我 用 力 摇晃 她 。 


“学 长 ， 疼 ， 疼 .….. 米 尔 嘉 站 在 红绿灯 对 面 ， 卡 车 就 向 她 冲 了 过 去 .…… 
声音 超级 大 ， 直 到 救护 车 来 了 ， 我 整个 人 都 还 ， 动 不 了 ..……...” 


红绿灯 ?国道 吗 ? 


我 跑 出 了 教 宇 ， 一 口气 神 下 楼 构 ， 穿 看 室内 畦 束 冲 出 了 校门 ， 穿 过 曲折 
的 小 路 到 达 了 国道 。 


十 字 路 口 聚 满 了 人 ， 一 台 警 车 停 在 那里 。 卡 车 撞 上 了 红绿灯 柱 ， 几 乎 半 
魂 ， 玻 璃 人 肆 厂 散光 一 地 。 


米尔 嘉 呢 ? 我 焦急 地 环视 四 周 。 啊 ! 她 不 可 能 在 这 儿 ! 救护 车 都 来 过 
了 了 1! 


Ee es Re : 
我 飞 奔 了 过 去 。 


我 不 俘 地 跑 看 。 


从 没有 这 么 尽 全 力 奔 跑 过 。 我 长 至 无 视 了 半路 上 所 有 的 红绿灯 ， 没 及 生 
事故 其 是 否 迹 。 不 行 ， 不 可 以 ， 还 没有 ..…. 我 ， 什 么 祁 还 没有 .…… 我 一 
路 飞 奔 ， 心 中 不 保 地 呼喊 着 米尔 里 的 名 字 。 


中 央 医 院 。 


接 行 处 的 女 员 工 采 看 我 这 副 嚼 得 上 气 个 接 下 气 的 模样 ， 不 知 给 哪 打 了 个 
电话 ， 然 后 看 问 墙 壁 上 的 昌 板 ， 动 作 慢 得 让 人 抓 狂 。 


“在 于 术 军 A。 啊 ， 医 院 里 请 乡 奔 跑 ! ” 

我 还 十 全 力 跑 看 一 一 然后， 脚步 停 在 了 手术 宇和 A 前 。 
轻 轻 地 推 开 门 ， 一 股 请 毒液 的 味道 

里 面 有 一 位 护士 ， 背 对 看 我 不 知 在 洗 什么 。 

我 瑚 过 手 天 了 了 1]， 隅 绝 了 走廊 的 咀 闻 声 。 

护士 转 过 屿 来 。 

“有 什么 事 吗 ?” 

“刚刚 救护 车 运 过 来 的 那个 女孩 子 ， 她 人 在 这 里 吗 ? ” 
“她 还 在 睡 着 .2 


“我 醒 了 。， 
帘子 后 面 传 来 冷 冷 的 声音 。 是 米尔 嘉 的 声音 。 
O 


OO 
O 


她 军 看 瘟 色 的 病 扎 服 躺 在 床上 ， 没 戴 眼 锐 ， 目 不 转 睛 地 四 痢 我。 


“米尔 嘉 .…...” 我 不 知道 说 什么 好 。 

我 在 床 边 的 木子 上 坐 下 ， 小 昌 上 放 独 她 的 眼 锐 ， 镜 框 扭 曲 得 很 严重 。 
“米尔 尔 双 人 你 不 要 么 吧 ? 的 

她 杷 了 两 三 次 眼 才 开始 说 话 。 


“下 在 我 想 过 人 人 行 模 违 的 时 候 ， 卡 车 冲 了 过 来 ， 司 机 想 避 开 我 ， 却 不 小 
-at 我 手臂 重重 地 撞 在 了 什么 地 方 ， 疫 得 不 行 ， 你 


米尔 嘉 的 左手 恬 上 缠 满 了 纳 带 。 

“ 那 ， 丰 没 措 到 你 吧 ? ” 

“我 记 不 太 清 了 .…….. 右 脚 上 也 缠 满 了 绷带 ， 感 觉 好 痛 ， 你 看 .…...” 
“米尔 天 ! 脚 不 用 给 我 看 ， 丹 好 不 要 动 .…...” 


“还 接 到 了 头 ， 有 仆 不 起 来 ， 习 居 愧 愧 之 间 不 知道 什么 时 候 ， 就 被 栓 上 了 
De 喂 ， 你 知道 不 ? ” 


ec 网 2 > 
“救护 车 坐 起 来 超 难 受 。 司 机 开车 开 得 狐 ， 生 也 霸 得 历 害 
hs 

“用 我 给 你 全 点 什么 吗 ? 顺和 朱 汗 吗 ? ” 

“什么 部 不 用 。” 

“者 ， 我 束 在 外 面 ， 有 什么 事 束 叫 我 .…...” 

我 站 起 刁 ， 她 从 床上 伸 出 于 对 我 说 : 


“看 不 清 ， 你 的 脸 。 


我 把 脸 竣 近 。 
米尔 如 的 手轻 轻 地 靖 过 我 的 腔 。 
(好 各 上 暖 ) 


我 坐 回 椅 子 上 上， 两 手 上 覆 兰 在 她 的 手 上 。 米 尔 又 财 起 眼 ， 时 间 束 这 样 静 毅 
沉 过 。 不 人 人 ， 她 呼吸 渐 潮 平缓， 进入 了 梦乡 。 


我 握 看 她 的 手 ， 安 静 地 看 看 她 的 睡 脸 。 长 长 的 睫毛 ， 铸 微 浮 看 突 音 的 嘴 
角 ， 胸 部 随 看 呼吸 组 级 上 下 浮动 .….… 


她 活 看 。 


不 经 意 间 ， 泪 水 涌 出 了 我 的 眼眶 。 


6.2 第 一 天 
6.2.1 ”为 了 将 运算 引入 集合 


“我 以 为 做 完 检 奉 与 上 吏 能 出 院 了 ， 没 想到 居然 让 我 住 三 天 。 太 无 聊 
了 ， 你 市 泰 东 拉 一 起 来 看 我 ， 我 们 一 起 研究 数学 。” 


这 古 米 尔 天 的 请 求 或 者 说 是 命令 。 


于 是 ， 我 跟 泰 示 拉 第 二 天 束 去 探望 了 无 聊 的 女王 陛下 。 米 尔 肥 很 欢迎 我 
们 来 听 她 的 群 论 入 门 诛 。 


“首先 ， 从 集合 次 起 。” 米 尔 姑 把 长 友 梳 到 脑 后 ， 从 床上 坐 起 吴 说 道 。 
O O O 





首先 ， 从 集合 说 起 。 

我 们 知道 很 多 种 关于 数字 的 集合 。 

。N 是 {1, 2, 3,…} 等 全 体 上 自然 数 的 集合 。 

。Z 是 {.… , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, … } 等 全 体 整 数 的 集合 。 

。 四 是 全 体 有 理 数 的 集合 《有理数 可 写作 两 个 整数 之 比 ) 。 

民 是 全 体 实 数 的 集合 。 

。 是 全 体 复 数 的 集合 。 

A SB he ee 


我 们 不 研究 刚刚 提 到 的 那些 集合 ， 而 十 将 运 反 引入 完全 不 同 的 集合 之 中 
试 试 ， 这 也 会 很 有 趣 哦 。 


A 


6.2.2 ”运算 
证 人 @ 


“对 于 集合 G， 我 们 假设 定义 有 * 这 个 运算 。 对 于 集合 G 的 任意 元 素 a 


和 D， 都 有 以 下 关系 成 立 。 
nxbEG 
此 时 ， 我 们 称 ‘ 关 于 运算 区 集合 G 是 闭 集 ’。 ?? 


米尔 副 刚 讲 完 “< 财 集 ”这 个 用 语 ， 泰 床 拉 吏 举 起 了 于 。 她 是 那 种 不 害 讲 解 
对 象 旦 个 在 眼前 ， 只 要 有 问题 ， 都 会 坚 不 犹豫 地 举 于 发 问 鸭 人 。 


“我 有 问题 ， 从 号 * 古 什么 意思 呢 ? ” 


“意思 ? 我 们 先 个 说 * 上 其 体 是 什么 样 的 运算 ， 你 只 要 想 看 * 是 要 进行 东 
种 运 和 拭 束 行 了 。 这 么 说 可 能 有 所 个 这 人 情 ， 忌 之 你 可 以 先 想 成 是 + 啊 x 
呵 之 类 的 运算 。 跟 我 们 拿 字 母 a 和 bb 代 罕 具体 数字 一 个 道理 ， 只 是 用 符 
号 * 来 代 佑 具体 运算 。? 米 尔 姑 一 气 呵 成 地 解说 这 。 


“我 全 了 。 还 有 个 问题 ， 集 合 的 这 个 符号 是 .2 


“ 式 子 q E G 读 作 ‘a 是 G 的 元 素 *"， 用 英语 说 就 是 ‘a is an element of 
G’ 或 者 ‘aq belongs to G'， 更 徐 音 地 说 束 是 "aisin G'。 你 把 axbE G 想 
成 ‘(qa *b 是 集合 G 的 元 系 ’ 这 个 命题 丈 好 。 关 于 a 和 4b 的 运算 结 宁 ， 也 
束 是 axb 具体 是 什么 ， 我 们 先 不 讨论 ， 只 保证 ‘qa#b 也 是 集合 G 的 元 
尼 ; 束 行 。 直 到 你 习惯 € 这 个 符号 .…….. 没 眼镜 我 看 不 太 清 和 蕾 ， 你 参照 他 
下 在 笔记 本 上 男 的 那 张 图 应 该 束 行 。” 


我 正 听 看 米尔 矣 的 话 做 着 笔记 ， 话 锋 束 这 么 突然 问 我 转 来 ， 我 不 茜 吓 了 
一 跳 。 


这 时 恰好 我 在 听 米 尔 嘉 讲话， 刚刚 往 集合 G 的 圆圈 里 写 下 a,b，ax*b 这 
RE 
EN 


Qa 大 昌 


wb 是 集 舍 他 肘 元 染 


“上 叶 ， 我 乙 了 。” 秦 条 拉 答 道 ，“ 话 说 ， 为 什么 集合 会 是 G 啊 ? “集合 :的 
天文 明明 是 set 吧 。 


“从 集合 出 及 ， 然 后 定义 群 。' 群 "的 页 文 是 group。” 

“原来 G 是 group 的 首 字母 啊 ..…… 

“那么 ， 我 举 个 E 符号 的 例子 看 看 你 们 理解 了 没有 。 再 表示 全 体 目 然 数 

的 案 合 ， ee 合 题 吗 ? ”米尔 对 一 把 从 我 手 里 合 过 笔记 本 
leEN 


“因为 1 是 目 然 数 ，1 就 古 入 的 元 系 ， 所 以 1&E 和 为 丰 命 懒 。” 泰 示 拉 干 
脆 地 回答 道 。 


“好 ， 那 这 个 昵 ? ” 

2 十 3E 梧 
“因为 2+3 和 是 5， 这 个 也 是 目 然 数 ， 所 以 2+3E 再 为 真 命题 。” 
“好 ， 不 过 不 要 说 ‘2+3 是 5， 要 讽 '2+3 等 于 5’。” 


“好 的 ，2+3 等 于 5。” 


“那么 ， 泰 洒 拉 ， 能 说 * 全 体 自然 数 的 集合 N， 关 于 运算 + 都 是 闭 
集 ' 吗 ? "米尔 嘉 注视 着 泰 洒 拉 的 眼睛 。 


“ 咽 电 ..….. 我 认为 是 财 集 。” 

人 人 

“要 说 为 什么 ..…. 这 个 ， 怎 么 说 才 好 昵 .…” 

“泰和 打 拉 ， 从 定义 出 友 去 想 想 。” 我 搭 了 把 手 。 

“你 别 说 话 。? 米 尔 让 瞪 了 我 一 眼 ,“ 可 以 从 定义 出 发 去 想 蚜 ， 泰 朱 拉 。 
因为 关于 集合 下 的 任意 元 素 a 和 bb， 都 满足 @+aE 各。 所 以 可 以 说 关于 
运算 +， 全 体 目 然 数 的 集合 都 是 财 集 。?” 

“那个 .……. 我 可 以 把 它 看 成 ' 两 个 目 然 数 相 加 ， 绪 果 还 是 自然 数 ' 吗 ? ? 
“可 以 。 集 合 G 关于 运算 * 是 ' 闭 集 ' 的 说 法 ， 正 是 这 个 意思 。?” 


“ 咽 ! 我 明日 了 ! ? 汞 未 拉 活 力 十 足 地 喊 道 。 


运算 
集合 G 关于 运算 * 是 闭 集 ， 指 的 是 对 于 集合 G 的 任意 元 素 a 和 b， 
运算 * 都 满足 以 下 关系 。 


二 


中 坟 正 坪 避 


“下 一 个 是 结合 律 。 这 是 一 个 ' 不 拘泥 于 运算 顺序 "的 法 则 。” 
iaxwxh)*xc=axr{lh ec) 
泰 朱 拉 又 吵 地 一 下 举 起 手 。 


“那个 ， 米 尔 嘉 ， 我 知道 加 法 运算 中 (2+3)+4=2+(3+4)， 所 以 我 也 
明白 这 个 “结合 律 :*。 不 过 这 需要 证 明 ..….. 四 ? 就 是 说 ， 我 不 明白 怎么 去 


理解 你 刚刚 讲 的 :结合 律 "。” 

“ 听 好 了 泰 条 拉 。” 米 尔 嘉 嗓音 轻柔 ，“ 我 不 是 让 你 去 证 明 。 首 先 ， 请 先 
理解 这 个 规律 叫 作 “ 结 合 律 ， 之 后 我 们 会 讲 到 好 几 条 法 则 ， 然 后 我 会 在 
最 后 说 明 “..…. 满 足以 上 这 些 法 则 的 集合 就 叫 作 群 "。 换 言 之 ， 我 现在 正 
在 为 定义 群 而 做 准备 呢 。， 

“我 明白 了 ， 我 先 这 么 理解 着 。 有 时 候 数 学 课 上 也 会 讲 到 像 这 次 的 结合 
律 一 样 超 一 一 级 一 一 理所当然 的 内 容 。 这 种 时 候 我 一 般 都 很 迷茫。 我 
是 应 该 把 这 些 理所当然 的 内 容 ' 背 下 来 ' 呢 ? 还 是 应 该 去 证 明 ’ 呢 ?” 

“ 间 得 非常 好 。* 我 插 了 句 嘴 ，“ 既 然 在 上 课 ， 问 老师 就 好 了 吧 ? ” 

“肯定 有 很 多 老师 回答 不 出 来 。” 米 尔 嘉 说 ， 


结合 律 





[加 广 贡 | 广 忆 一 四 友 (让 太 己 | 
6.2.4 ”单位 元 


“讲义 ?继续 。 真 是 的 ， 这 儿 哪 是 病房 啊 ， 都 成 了 讲 主 了。 米尔 天 像 挥舞 
指挥 乱 一 般 挥 动 腹 食指 ， 似 乎 每 挥 一 下 都 会 味 出 新 的 音符 。 


“ 接 下 来 ， 我 们 来 讲 讲 单位 元 。?* 炒 尔 吉 接 痢 讲 道 ，“ 打 比方 说 ， 我 们 做 
加 法 运算 的 时 候 ， 不 管 在 哪个 数 上 加 上 0， 这 个 数字 都 ' 不 会 变 :。 乘 法 
运算 的 时 候 ， 不 管 在 哪个 数 上 乘 上 1， 这 个 数 也 :不 会 变 '。 也 就 是 

说 ， 加 法 运算 中 的 ;和 ' 乘 法 运算 中 的 上 很 像 。 把 这 个 ‘不 会 变 ' 的 因 系 
用 数学 语言 表现 出 来 就 是 单位 元 。 一 般 把 单位 元 记 作 e。 对 于 任意 元 素 
qa， 元 素 a 与 元 素 e 的 运算 结果 都 始终 为 a， 也 就 是 不 变 。 我 们 把 这 样 的 
元 系 e 称 为 单位 元 。” 


单位 元 的 定义 《单位 元 e 的 公理 ) 


对 于 集合 G 中 的 任意 元 隶 a， 我 们 把 集合 G 中 满足 以 下 等 式 的 元 系 
e， 称 为 在 演算 * 中 的 单位 元 。 


纪 坟 上 二 二 友人 刀 二 看 


“米尔 于.……. 我 头 都 军 了 ! 最 后 里 位 元 就 是 0 吗 ? 还 是 1? 忆 感 闹 像 讽 
悄悄 话 似 的 ， 明 白 的 人 目 然 明白 ， 不 明 昌 的 人 还 是 不 明日 啊 。” 


“对 于 全 体 击 数 的 集合 于 来 说 ， 在 运 得 + 里 单位 元 束 是 0， 但 是 在 运 穿 x 
里 单位 元 是 1。” 

大 

“单位 元 根据 集合 和 运算 而 不 同 。 里 面 的 元 系 e 具体 是 什么 都 可 以 。 只 
要 满 下 对 于 集合 G 9 全 局 元 条 a, 部 仔 在 双 夫 已 一 已 大 加 一 卫 这 个 等 怀 陨 
行 。 这 样 我 们 就 把 这 个 元 对 e 称 为 单位 元 。 为 了 理解 e 这 个 元 系 实 际 是 
什么 ， 问 问 也 没关系 ， 不 过 证 明 的 时 候 只 需要 用 到 公理 。” 


66 0 33 
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“这 么 说 比较 好 吧 ， 一 切 虱 取决 于 这 个 元 系 是 个 是 时 位 元 ， 满 不 满足 单 
位 元 的 公理 。 换 句 话说 就 是 一 一 公理 创造 定义 。” 


“没完 全 全 ， 不 过 大 致 上 全 了 。?” 
我 静 静 地 听 看 她 们 俩 说 话 。 


我 一 二 把 定义 理解 为 “词汇 的 严格 侣 义 ?。 这 大 体 上 来 说 没什么 错 ， 然 而 
我 从 没 把 “数学 公 却 ” 包 侣 在 “词汇 ”的 范围 之 中 。 


“公理 创造 定义 ”一 这 是 用 数学 公式 这 个 最 严密 的 词汇 ， 以 及 名 为 公 
理 的 命题 来 定义 的 意思 吗 ? 


我 目 认 器 欢 数 学 公式 ， 却 没有 想 过 把 数学 公式 建立 在 数学 的 地 基 上 啊 。 
这 么 说 来 ， 之 前 米尔 矣 在 讲 虚 数 早 位 i 的 时 候 ， 也 提起 过 公理 和 定理 。 


“定义 ”一 个 数字 i， 使 得 i 满足 方程 x*+1=0。 


我 们 用 方程 式 的 形式 表示 了 i 应 该 满 丰 的 “公理 ”。 


那 时 ， 她 故意 把 公理 和 定义 放 在 了 一 起 讲 。 

6.2.5” 逆 元 

“ 接 下 来 是 了 逆 元 。? 米 尔 对 说 。 

“这 人 么 说 来 ,“ 元 到 撒 是 什么 啊 ? 刚才 也 出 现 了 单位 元 这 个 用 语 .……2” 

“集合 的 元 跟 集 合 的 元 素 是 一 个 意思 。 用 英语 说 殉 是 element。” 

“element ? 也 就 是 .…… 构 成 全 体 的 每 个 元 素 吧 ? ” 

“对 于 元 系 a， 我 们 将 满足 以 下 等 式 的 元 系 b 称 为 元 系 a 的 人 逆 元 。” 
刻 元 的 定义 〈 迎 元 的 公理 ) 


假设 a 为 集合 G 的 元 系 ，e 为 单位 元 ， 对 于 a 存在 b E G 满足 以 下 
等 式 ， 则 将 b 称 为 天 于 运算 # 的 a 的 逆 元 。 


naxwxb=b*xa=e 
用 实数 来 说 ， 束 古 关于 运算 +，3 的 逆 元 是 -3; 关于 运算 x，3 的 逆 元 
是 了。 
6.2.6 ”和 群 的 定义 


米尔 又 概 直 腰 衣 ， 张 开 双 名 ， 满 是 绷 市 的 左手 展 看 上 去 很 惨烈 ， 不 过 她 
的 动作 全 者 那么 优雅。 


“那么 ， 我 们 定义 了 运算 ”结合 律 “ 单 位 元 “ 逆 元 :， 接 下 来 终于 能 定 
义 ' 群 了 。” 


群 的 定义 《和 群 的 公理 ) 
我 们 将 满足 以 下 公理 的 集合 G 称 为 群 。 
。 天 于 运算 * 古 财 集 。 


。 对 于 任意 的 元 ， 都 请 足 结合 律 。 


。 存 在 单位 元 。 
。 对 于 任意 的 元 ， 都 有 与 其 相对 应 的 道 元 ， 


天 于 运算 * 是 财 集 ， 对 于 任意 的 元 都 请 足 络 合 律 ， 存 在 单位 元 ， 对 于 任 
意 的 元 郡 有 与 其 相对 应 的 地 元 一 一 


我 们 称 如 此 集合 为 群 。 


米尔 对 宣布 。 

6.2.7 ”和 群 的 示例 

“ 泰 朱 拉 ， 你 看 到 这 样 的 公理 会 怎么 办 ? ?米尔 对 问 道 。 
“人 

“ 那 是 必须 的 ， 然 后 呢 ? ” 

“然后 .…....” 秦 未 拉 偷 上 蚁 了 我 一 眼 。 
“答案 在 他 脸 上 写 着 昵 吗 ? ” 

“不 是 不 是 ， 咖 ..……. 举 例子 ,， “示例 是 理解 的 试金石 。?” 


“对 。 息 举例 子 ， 驶 需要 理解 力 和 想象 力 。 例 如 ， 下 面 这 个 命题 是 其 命 
题 吗 ? ”米尔 脆 立 即 问 道 。 


“全 体 整 数 的 集合 Z 构成 天 于 运算 + 的 群 。” 


“ 喇 ， 全 体 整 数 的 集合 .…... 能 构成 群 吧 。” 


她 口中 的 “不 行 * 古 一 把 利 为 ， 断 得 利落 爽快 。 


藤 东 拉 ， 你 确认 一 下 是 否 满足 群 的 公理 ， 满 足 葡 是 群 ， 


群 。 因 为 公理 创造 定义 。” 


“| 阿 ， 好 ， 不 过 ...... ” 夺 末 拉 有 些 慰 张 。 
“Z 关于 运算 + 是 闭 集 吗 ? ”米尔 嘉 问 道 。 
“ 咽 ...... 是 。 因 为 把 整数 加 在 一 起 ， 结 果 还 是 整数 。” 


人 不满 正 吏 不 定 


“结合 律 成 并 ? ?米尔 里 不 给 任何 踢 姑 机 会 ， 迅 速 扔 出 下 一 个 问题 。 


66 1 大 33 
Wa 


“存在 单位 元 ?” 


A 


存在 。， 


吧 中 关于 * 运 算 + 的 单位 元 指 的 是 ? 
“加 了 也 不 变 .… 
， 某 个 整数 a 的 逆 元 指 的 是 ?” 


“对 。 那 么 
“ 啊 


., 古 0 吗 ?” 


0 ee = 


“还 元 的 定义 是 ? ?米尔 娠 尖 锅 地 退 问 。 
... 那 个， Mu 我 态 了 。” 


“用 运算 


“假设 C 为 单位 元 ， Ud 的 逆 元 为 b,， 则 存在 总 友 bh = bh 大 人 一 丘 o ”六 处 


“这 指 的 古 


a+b=b+a=0 吗 ? 但 是 a 和 b 相 加 等 于 0 又 # 


广 z 


已 
日 


对 说 。 
是 什 


“da 和 b 相 加 等 于 0 的 时 候 ，b 是 a 的 逆 元 。a 加 上 什么 数字 得 0 ? ” 
“负数 ..….. 那 个 ， 是 -a 吗 ? ” 


“对 ， 这 就 对 了 。 对 于 整数 集合 2 的 元 素 a， 其 关于 运算 + 的 逆 元 指 的 
就 是 -q。 对 于 任意 整数 a, -a 这 个 道 元 都 是 集合 也 的 元 素 。” 


65 中 轩 | ?7? 
“所 以 呢 ? 
多 ? ?? 


“刚才 我 们 一 个 个 确认 了 群 的 公理 对 吧 。 确 认 完 所 有 的 公理 以 后 ， 束 可 
以 说 “全体 整 数 的 集合 多 ， 关 于 运算 + 部 构成 群 ' 了 了。” 


“ 呵 ， 就 是 为 了 这 个 才 一 一 确认 的 啊 。” 
“7 村 ?3 
米尔 天 俘 了 一 下 ， 财 上 了 眼 一 一 但 只 有 一 瞬 ， 陨 继续 开始 往 下 讲 。 


“那么 》 下 一 个 问题 。 入 


“奇数 的 集合 关于 运算 + 构成 群 吗 ? ” 


“器 ...... 我 先 确 认 一 下 是 否 满足 公理 。 啊 ， 看 来 不 行 ， 比 如 1+3=4， 
但 4 不 是 奇数 。” 


“ 没 错 。 奇 数 的 集合 关于 运算 十 连 闭 集 都 不 是 ， 所 以 不 是 群 。 那 么 ， 下 


一 个 问题 。” 


“偶数 的 集合 天 于 运算 + 构成 群 吗 ? ” 


“ 府 ? 我 完 得 跟 可 数 辐 理 ， 构 个 成 群 。” 
“......"” 米尔 对 沉默 看 闭 上 眼 ， 揪 了 摇头 。 


“ 族 ? 啊 ! 我 弄 错 了 。 这 次 可 以 构成 群 ， 因 为 偶数 + 偶数 = 偶数 。 满 足 
结合 律 、 单 位 元 以 及 逆 元 的 条 件 。” 


“对 ， 那 下 一 个 。>” 
“全 体 整 数 的 集合 天 于 运算 x 构成 群 吗 ?” 


“ 雇 ? 这 个 之 前 研究 过 啊 ? 构成 群 。” 

“人 不， 之 前 研究 的 是 关于 运算 + 构成 群 ， 这 次 研 宛 的 是 运算 x。 全 体 整 
数 的 集合 名 关于 加 法 + 构成 群 ， 但 关于 乘法 x 不 构成 群 。 这 十 为 什么 
呢 ， 泰 赤 拉 ? ” 

“ 雇 ? 全 体 整 数 的 集合 关于 乘法 x 不 构成 群 ? ” 

泰 赤 拉 咬 看 指甲 认真 想 看 。 


“因为 整数 x 整数 还 是 整数 ， 所 以 是 闭 集 。 结 合 律 当然 也 成 立 。 单 位 
元 .….. 乘 上 去 也 不 变 的 数字 .….. 当 然 是 1 了 。 真 的 不 构成 群 吗 ? 





“你 明日 了 吗 ? ?米尔 圣人 微 突 道 。 


“我 明白 了 ， 没 有 逆 元 。 打 比方 说 ，3 乘 上 任何 整数 也 不 能 得 到 单位 元 
1， 所 以 3 没有 逆 元 。” 


1 0 
寺 不 是 逆 元 ? ”米尔 里 问 。 


“ 族 ? 因为 3 不 是 的 元 素 啊 ! ” 
“就 是 这 样 。 看 来 你 渐渐 明白 确认 公理 的 感觉 了 啊 。” 
“ 喝 ， 明 白 一 点 了 。” 
于 是 米尔 嘉 放 柔 了 语气 ， 微 笑 着 说 道 : 
“确认 公理 和 确认 定义 是 一 个 感觉 吧 ? ” 
6.2.8 ”最 小 的 群 
我 愉快 地 听 着 她 们 两 位 少女 的 对 话 。 
“那么 泰 条 拉 ， 什 么 样 的 群 元 素 个 数 最 少 ? ” 
问题 6-1 《元素 个 数 最 少 的 群 ) 
元 素 个 数 最 少 的 是 什么 群 ? 
“用 没有 元 素 的 集合 构成 的 群 吗 ?” 泰 人 打 拉 问 道 。 
“ 没 错 。 是 空 集 。” 我 插 了 句 嘴 。 
a 


“ 雇 ? "我 很 疑惑 , “集合 中 元 素 个 数 最 少 的， 不 就 是 一 个 元 素 都 没有 的 
集合 吗 ? 也 就 是 空 集 啊 ? ” 


“你 这 句 话 说 得 对 。? 米 尔 史 回答 。 
“ 那 空 集 不 现 是 元 系 个 数 最 少 的 群 了 ! ”我 说 。 


“不 对 。 空 集 不 能 构成 群 。 你 们 都 把 群 的 公理 愁 了 吗 ? 没有 单位 元 无 法 
构成 群 ， 空 集 里 没有 元 系 ， 所 以 空 集 不 能 构成 群 。” 米 尔 器 说 。 





“元 系 个 数 最 少 的 群 ， 指 的 是 只 有 一 个 元 系 的 集合 ， 丰 用 说 ， 这 个 元 系 


束 古 早 位 元 。” 
“原来 如 此 。” 我 说 。 
“学 姐 学 长 ， 等 一 下 。 因 为 必须 具备 单位 元 ， 所 以 衬 集 不 能 构成 群 ， 这 
我 明白 了 。 但 是 根据 群 的 公理 ， 群 中 还 必须 具备 逆 元 啊 ， 只 有 早 位 元 这 
一 个 要 系 个 行 吧 ? ” 
“| 因为 早 位 元 的 这 元 束 是 它 本 丑 ， 所 以 不 要 紧 。” 米 尔 台 回 答 。 
“在 群 里 ， 早 位 元 的 边 元 束 是 蛙 位 元 日 对。” 
“9...... 还 有 这 么 一 回 事 啊 ! ” 泰 条 拉 一 脸 悦 然 大 悟 的 表情 。 
解答 6-1 “【〔 元 系 个 数 最 少 的 群 ) 
元 系 个 数 最 少 的 群 ， 是 只 由 蛙 位 元 构成 的 群 {fe}。 此 时， 我 们 用 以 
等 式 定 义 运算 x。 
换言之 ，e 的 逆 元 束 是 e 本 吴 。 


“ 群 的 运算 表 如 下 。 虽 然 只 包 售 一 个 单位 元 e， 表 格 比较 单调 ， 但 表示 出 
本 已 二 已 一 en 


由 局 


已 | 扬 


“原来 如 此 ， 运 算 表 也 就 是 运算 的 ' 九 九 乘法 表 ' 啊 。 画 出 运算 表 ， 就 能 
定义 运算 了 吧 ? ”我 说 ， 


“不 过 九 九 乘法 表 并 不 是 团 集 的 运 拭 表 呢 。” 米 尔 矣 补 了 了 一句。 
6.2.9 有 2 个 元 素 的 群 

问题 6-2 〈 有 2 个 元 素 的 群 ) 

表示 出 元 素 个 数 为 2 的 群 。 


“我 们 来 建立 元 素 个 数 为 2 的 群 。 "站 尔 蟒 次 , “假设 e 为 早 位 元 ， 为 一 
元 系 为 a， 完 辆 个 空 日 的 运 和 拭 表 ， 然 后 再 往 里 面 填写 。 





A 我 们 与 上 束 有 可 以 填 的 栏 了 。 泰 示 拉 ， 你 说 往 
哪里 十? ” 


“单位 元 是 元 素 不 变 ..………… 我 知道 了 ， 是 这 里 吧 ，exe 和 exada。?” 








“然后 ， 剩 下 的 是 ax ao， 束 等 于 e。? 米 尔 天 需 上 了 最 后 一 个 空 柱 。 





奈 示 拉 有 瞬间 兴起 了 手 。 


“米尔 嘉 ， 关 于 最 后 填 的 那个 地 方 ， 我 感觉 不 一 定 “ 等 于 e”.….. 比 如 说 用 
这 样 的 运算 表 定 义 怎么 样 3 过 样 元 素数 革 也 是 2 个 ， 息 站 出 刚 你 讲 的 
束 不 是 一 个 群 了 吧 ，。 索 打 拉面 出 表格 。 





“人 不行 。” 米 尔 矣 回答 。 

“ 泰 末 拉 ， 这 个 表格 啊 ..…....” 我 义 不 仕 开 口 。 

“不 行 ， 让 泰和 东 拉 回答 。? 米 尔 易 打 断 了 我 , “和 群 的 公理 她 明日 。” 
“好 ， 我 想 想 .…..…. 为 什么 我 的 运算 表 不 能 构成 群 呢 ? 咽 ..…... 我 知道 了 ， 
一 个 个 确认 群 的 公理 就 好 了 。 只 出 现 了 e 和 a 两 个 元 素 ， 所 以 是 ' 闭 
集 ”……. 单 位 元 是 e..….. 啊 ! ”二 东 拉 抬 起 头 , “我 明日 了 ，a 的 ' 逆 元 征 
不 存在 的 。 要 说 为 什么 ..…... 因 为 a 这 行 没 有 e， 上 所 以 不 管 是 axe 还 是 qa 
*a 宛 人 不 等 于 e。 所 以 a 不 存在 迎 元 ! 所 以 这 下 束 不 能 构成 群 了 了 ， 对 
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“很 好 。” 米 尔 矣 党 进 。 

解 谷 6-2 ”元 系 个 数 为 2 的 群 ) 


元 系 个 数 为 2 的 群 ， 是 由 里 位 元 和 为 一 元 系 构 成 的 群 {e, aq}。 此 
时 ， 我 们 用 以 下 等 式 定 义 运 算 x。 


换言之 ， 运 算 表 如 下 所 示 。 





6.2.10” 同 构 


“对 了 ， 没 必要 把 元 系 个 数 为 2 的 群 与 成 {e, aq}。 打 个 比方 ， 侦 数 和 奇数 
EE TOE SP 
天 见 姐 。 





“{+1, -1} 也 行 吧 。 运 算 为 x， 单 位 元 为 +1。” 





“ 像 下 面 这 样 ， 元 素 和 运算 都 为 符号 的 傅 况 义 如 何 呢 ? 对 于 集 合 { 广 ， 
去 }， 我 们 定义 如 下 运算 o， 充 是 单位 元 ， 这 也 是 群 。 





人 不过， 这 样 融 全 部 一 样 ' 了 呢 。 ”我 次 ,“ 不 党 是 {e q}， 人 还 十 { 个 数 ， 
奇数 }， 以 及 {+1, -1}， 还 有 {次 , 友 } .…… 全 部 一 梓 : 了 了 。 “色相 把 二 和 
表 中 的 文字 机 械 地 蔡 换 ， 就 变 成 其 他 的 宏 了 了 


对 ， 我 们 区 这 种 一 梯 -的 群 为 同 构 群 。 事 实 上 ， 元 素 个 玫 为 2 的 玫 才 是 
梧 构 君 ;。 


“ 同 构 群 .………….” 泰 和 东 拉 重复 道 


人 癌 构 群 。” 米 尔 对 渐 湖 加 快 了 语 速 , “将 同 构 群 同等 看 待 ， 则 本 质 

只 有 一 个 元 系 个 数 为 2 的 群 。 不 官 奶 调 多 少年 之 前 的 历史 ， 还 是 展望 
多 多 少 亿 年 之 后 的 未 来 ， 无 论 造 访 世 界 上 哪 一 个 国家 ， 还 征 将 旅途 的 脚印 
延伸 到 罕 审 的 尽头 ， 邵 个 会 动摇 这 个 事实 。 元 系 个 数 为 2 的 群 本 质 上 只 


| 
我 们 默默 地 阶 听 看 。 
“和 群 的 公理 上 哪儿 都 没 写 看 元 又 个 数 为 2 的 群 本 质 上 只 有 一 个 "。 但 我 


们 可 以 将 这 个 结论 从 群 的 公理 中 推导 出 来 。” 


这 时 ， 米 尔 驿 突然 放 缓 了 语 速 ， 右 手 慢 慢 抚 措 看 左 手 各 的 绷 市 ， 然 后 用 
耳语 般 的 声音 说 道 : 


“这 是 公理 给 出 的 无 声 的 制约 。 这 个 制约 把 集合 的 元 系 案 案 结 合 在 一 
起 。 并 不 是 单纯 的 捆绑 ， 而 是 相互 结 成 有 序 的 天 系 。 换 言 之 ， 承 站 根据 
公理 给 出 制约 ， 制 约 创 造 结 构 。” 

制约 ， 创 造 结 构 .……. 

6.2.11 ”用 和 餐 

到 了 用 和 餐 时 间 。 


阿 痪 用 托盘 站 来 了 病 号 餐 ， 我 们 收拾 好 章 称 纸 和 笔记 本 ， 开 始 帮 米尔 允 
准备 用 和 餐 。 


“看 上 去 很 好 吃 呢 。” 泰 末 拉 倒 看 余 说 壹 。 


“ 病 号 餐 吗 ”米尔 天 回应 道 , “还 行 吧 ， 和 餐具 差 口 气 ， 味 道 关 口气 ， 
看 看 也 到 口气 。 除 了 这 些 也 没 喧 好 抱 息 的 了 。” 


“不 ， 你 抱 候 的 够 多 了。” 我 说 。 


“ 跟 国 际 航 班 的 飞机 餐 很 像 。 不 同 的 古 没 有 和 钙 衔 酒 。” 米 尔 双 一 脸 认 真 地 
评价 违 。 


“这 儿 是 医院 .…… 怎 么 可 能 给 你 病 酒 来 啊 。” 我 说 。 
“那个 .………: 学 长 学 姐 ， 先 不 说 这 个 ， 我 们 还 没有 成 年 呢 .……” 泰 落 拉 略 市 
惊讶 地 说 道 。 


“未 成 年 这 个 制约 能 不 能 创造 结构 呢 ? ?米尔 天 说 着 。 


6.3 第 二 天 

6.3.1 交换 律 

第 二 天 我 们 也 去 了 病房 。 

米尔 矣 迎接 我 和 泰 末 拉 的 第 一 句 话 是 一 一 

“天 于 任意 元 都 满足 交换 律 的 群 ， 称 为 阿 贝尔 群 。” 
交换 律 


nwb=b*a 


“ 厂 ?“ 索 杂 拉 详 异 地 说 ，“ 不 是 说 结合 律 和 交换 律 是 一 回 事 吗 ?” 


(ow) recomax (bxe) 结合 律 
VW 区 找 律 


“结合 律 说 的 就 是 可 以 改变 计算 顺序 吧 ? 如 果 是 这 样 的 话 ， 就 用 不 着 交 
换 伟 了 有 ” 

“ 错 了 。” 米 尔 嘉 说 道 ，“ 好 好 看 看 ， 结 合 律 中 虽然 交换 了 计算 的 顺序 ， 
却 没有 交换 太 号 左右 的 字母 。 整 数 、 有 理 数 、 实 数 的 加 法 运算 都 是 阿 
贝尔 群 ， 也 就 是 说 满足 交换 律 的 群 。 所 以 很 难 想象 不 满足 交换 律 的 情 
况 。” 

“ 差 的 运算 .…… .减法 呢 ? "我 说 。 


“确实 差 的 运算 符 不 满足 交换 律 。 因 为 a-b=b-a 并 不 一 定 成 立 。 但 是 
差 的 运算 符 也 不 满足 结合 律 。， 


“ 啊 ， 对 啊 。 不 适合 拿 来 当 群 的 例子 。 那 么 ， 窍 阵 呢 ? ” 
和 高 中 数学 中 ' 抢 阵 的 乘积 : 正 是 不 满足 交换 人 律 的 典型 例子 。? 米 尔 刀 


说 着 


“昨天 ...... 我 考虑 了 元 素 个 数 为 2 的 群 。” 泰 和 东 拉 说 道 , “我 认为 那个 群 
是 满足 交换 律 的 ...... 对 吗 ?” 





“为 什么 这 么 想 啊 ?泰和 朱 拉 ?” 
0 因为 exda=axe 啊 ? ” 


“ 趴 ， 嗯 ， 奈 赤 拉 说 的 对 ， 屠 个 群 满足 交换 人 律 。 也 束 古 说 ， 刚 才 奈 赤 拉 
证 明了 ‘元 系 个 数 为 2 的 群 是 阿 贝 尔 群 ;这 个 定理 。” 


“ 阿 贝 尔 群 ......” 

阿 贝 尔 群 的 定义 〈 阿 贝尔 群 的 公理 ) 

我 们 将 满足 以 下 公理 的 集合 G 称 为 阿 贝尔 群 。 

。 天 于 运算 * 是 财 集 。 

。 对 于 任意 的 元 ， 都 满足 结合 竺 。 

。 存在 单位 元 。 

。 对 于 任意 的 元 ， 都 有 与 其 相对 应 的 雍 元 。 

。 对 于 任意 的 元 ， 都 满足 交换 人 律 。 

( 阿 贝 尔 群 与 普通 群 的 区 别 在 于 是 任 满 中 交换 健 ) 
6.3.2” 正 多 边 形 
米尔 勇 饶 有 兴致 地 往 下 讲 痢 。 
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提 到 “元 素 个 数 为 2 的 群 *>， 我 想起 来 了 。 


集合 {-1 +1} 关于 一 般 的 乘法 构成 群 。 





对 了 ，x=-1,+1 是 方程 式 
x<=1 
的 解 。 方 程式 的 解构 成 群 。 方 程式 的 解 属于 制约 的 一 种 ， 而 这 个 制约 恰 


好 创造 了 群 。 如 果 x* = 1 还 不 足以 充分 次 明 问 题 ， 我 们 就 提高 次 数 看 
看 ， 换 成 三 次 方程 。 


ae | 
这 个 方程 的 解 古 1 的 立方 根 ， 有 三 个 ， 分 列 如 下 所 未 。 
z 一 1+V3i 
rz 一 lww ”这 里 的 ” 32 


事实 上 ，{1, o, o*} 关于 乘法 构成 了 阿 贝尔 群 ， 因 为 X=w 是 双 =1 的 
解 ， 所 以 我 们 将 其 简化 为 3 = 1， 运 算 表 如 下 。 





跑题 了 ， 一 般 将 次 方程 式 x?=1 的 n 个 解构 成 的 集合 记 作 下 面 这 样 。 


{an CC” , Crn_1} 

人 

4 
那 我 们 束 从 复 平 面 上 的 几何 角度 来 看 。 因 为 单位 加 上 的 复数 的 绝对 值 为 
1， 所 以 积 是 “ 幅 角 的 和 ”。 也 束 是 说 ， 要 考虑 工 的 次 根 ， 只 要 车 夸 将 
单位 加 的 圆周 n 等 分 的 后 束 可 以 了 。 
n=1 时，{1} 和 只 由 单位 元 构成 的 群 同 构 。 
n=2 时，{1, -1} 和 由 两 个 元 组 成 的 群 同 构 。 
n=3 时 ，{1 o, o*} 对 应 正三 角形 的 顶点 。 
n=4 时 ，{1,i, -1, -i} 对 应 正方 形 的 顶点 。 





因为 是 幅 角 360。 = 27 的 n 等 分 ， 所 以 xn"=1 的 解 为 k=0,1,...,n-1， 可 
用 以 下 形式 表述 。 
dank 27k 
十 19in 
n nn 








mk = COS 
从 方程 式 的 角度 来 看 ， 我 们 邵 炙 的 正 n 边 形 的 项 点 是 “1 的 n 次 根 的 
解 "， 从 群 的 角度 来 看 则 变 成 了 “元 系 个 数 为 n 个 的 阿 贝 尔 群 的 例子 ”。 
单位 圆 上 的 舞蹈 真是 有 趣 啊 。 

6.3.3 ”数学 文章 的 解释 

“泰和 朱 拉 ， 玩 弄 了 这 么 半天 群 ， 你 应 该 明白 这 人 句 话 的 含义 了 吧 ? ” 


米尔 器 说 看 闭 上 眼 ， 唱 起 歌 来 。 


椭圆 曲线 中 
有 看 作为 
阿 贝 尔 群 的 结构 


“ 咽 ? 如 何 ? ”米尔 易 张 开眼 问 赴 。 
“我 ， 我 也 能 明日 吗 .………” 泰 未 拉 不 安 地 回答 道 。 


“ 先 试 着 想 想 。* 米 尔 嘉 说 ，“ 明 不 明白 ， 不 想 怎么 会 知道 呢 。 不 能 医 
为 " 贿 圆 曲线 :和 * 阿 贝尔 群 ' 听 上 去 很 难 就 怕 了 它们 。 它 们 等 你 几 百 年 
了 ， 就 算 不 能 马上 明白 也 不 要 怕 。 要 从 正面 直面 它们 。” 


泰 末 拉 隐 入 深思 ， 一 脸 认 真 。 沉 默 了 一 会 儿 ， 慢 慢 开 口 媳 : 


“我 .…... 我 不 知 追 “椭圆 曲线 '"， 不 过 ‘有 看 作为 阿 贝 尔 群 的 结构 ’ 我 寓 得 我 
还 是 明日 的 .…….. 不 ， 我 明白 。 阿 贝尔 群 指 的 是 洱 足 交换 健 的 群 。 这 束 古 
阿 贝尔 群 的 定义 。 我 知道 交换 律 ， 也 学 过 群 的 公理 ， 所 以 我 知道 阿 贝尔 
群 的 定义 。 这 个 呆 ， 椭 圆 曲 线 指 的 应 该 是 茶 种 集合 ， 由 它 出 友 应 该 也 可 
以 定义 菏 种 运算 。 因 为 .…...” 

“ 群 的 定义 古 .…...” 我 开口 。 

“学 长 ! 等 一 下 髓 说 ， 我 束 要 想 出 来 了 ! 群 指 的 是 在 集合 上 定义 了 未 种 
运算 。 如 条 说 "椭圆 曲线 中 有 看 作为 阿 贝 尔 群 的 结构 :， 那 么 运算 束 应 该 
定义 在 椭圆 曲线 这 个 集合 上 ， 且 满足 阿 贝 尔 群 的 公理 。 也 束 是 说 ..…… 运 
算是 财 集 ， 满 足 结合 律 ， 也 有 单位 元 ， 所 有 元 又 都 存在 与 其 对 应 的 逆 

元 .……. 然 后 ， 喝 ， 应 该 也 满足 交换 律 。” 

米尔 吾 满 意 地 点 了 点 头 。 


我 惊 不 了 ! 厂 东 拉 吃 透 了 定义 。 这 样 啊 ， 即 使 不 知道 顶 圆 曲线 这 个 用 


语 ， 只 要 以 已 经 知道 的 阿 贝 尔 群 为 线索 ， 还 是 可 以 努力 向 前 进发 的 .….… 
泰 采 拉 似乎 注意 到 了 什么 ， 两 手 庶 住 了 中 。 

“ 呵 ! 想 把 作为 群 的 构造 的 东西 放 进 椭圆 曲线 中 的 ， 一 定 是 研究 椭圆 曲 
然后 ， 米 尔 嘉 打 断 了 泰 林 拉 的 话 。 

“ 索 末 拉 ， 泰 杂 拉 ， 你 到 底 是 何人 ? ” 


“个 申 巧 ? » 
“你 的 理解 速度 把 我 吓 了 一 跳 。 泰 东 拉 ， 过 来 一 下 。” 
米尔 矣 招手 。 


“什么 事 ?“ 索 傈 拉 听 话 地 涛 到 床 边 ， 
米尔 嘉 用 右手 怖 足 汶 一 下 缠 紧 了 她 ， 然 后 





在 泰 末 拉 脸 夫 上 ， 亲 了 了 一口。 


“ 蚜 啊 ! 米 米 米 米 米尔 嘉 ! Himes0 zsinz! > 
“我 最 喜欢 聪明 的 孩子 了 。? 米 尔 嘉 调皮 地 吐 了 吐 舌 头 。 
6.3.4” 辩 群 公理 


谈话 告 一 段落 ， 泰 栗 拉 又 倒 了 杯 条 。 米 尔 绑 想 把 头 及 重新 扎 一 下 ， 却 费 
了 好 半天 荔 ， 可 能 是 因为 左手 必 疼 吧 。 


“用 我 帮忙 吗 ?” 索 休 拉 问 道 。 


“ 喇 ...... 那 ， 兵 烦 你 了。” 

“ 编 闪 子 行 吗 ? ” 

“随便 。” 

芭 东 拉 避 兴 地 给 米尔 表 编 起 了 辫子 ， 真 难得 看 到 米尔 能 酉 辫子 。 
“数学 领域 里 存在 疼 子 吗 ? ”泰和 东 拉 问 道 。 

“公理 方面 没有 矛盾 就 存在 。? 米 尔 嘉 马上 

是 

到 底 是 什么 公理 啊 ， 我 内 心 妨 不 住 叶 槽 。 

“无 矛盾 性 是 存在 的 基石 。? 米 尔 嘉 说 道 


“好 ， 编 完了 。 小 时 候 我 也 留 过 长 涉 肥 ， 早 上 忆 :大 妈妈 给 我 编 状 子 ， 好 
怀念 那个 时 候 ， 妈 妈 在 我 时 后 编 看 关于 给 我 唱 《Greensleeves》。 


“ 听 上 去 简直 就 像 女 孩子 的 事 儿 。” 我 忍 不 住 调侃 首 


4 "花椒 拉 反 
改道 


“万 里? ”为 什么 突然 提 到 尤 里 ? 

“I 阿 ， 没 .…... 我 怎么 就 官 不 住 这 张嘴 呢 ! 唉 .....… 

泰 朱 拉 揪 了 一 下 目 己 的 脸 炳 。 

“ 难 不 成 是 ' 四 杀 等 劳 系 血 杀 ' 的 事 儿 ? ”我 问 道 

“ 族 ? 距 ? 学 长 ? ” 

“万 里 告诉 我 了 了 。 尤 里 就 相当 于 我 妹妹 .……2” 

“ 呵 ， 是 .…………: 是 吗 ? 这 个 .……. 喷 ? 这 么 说 来 ， 学 姐 世 有 兄弟 姐妹 吗 ? ” 


“有 个 哥哥。? 米 尔 姑 看 着 目 己 的 及 梢 。 

“ 座 ?! ?我 跟 泰 未 拉 仍 不 住 提 高 了 嗓门 。 
米尔 须 有 凡 哥 ? 我 从 没 听 说 过 。 

“不 过 ， 哥 哥 他 在 我 小 学 三 年 级 的 时 候 束 ..……... 死 了 。” 
一 行 清 钼 从 钞 尔 器 腔 上 清 过 。 


她 没有 欣 拭 。 


而 是 闭 上 了 眼 。 
又 一 行 清 泪 。 
“米尔 嘉 .…." 索 打 拉 立即 拿 出 手帕 给 她 擦 眼 泪 。 


“明天 我 融 出 院 了 ， 你 们 可 以 不 用 过 来 。? 炒 尔 允 说 着 。 


6.4 ”真实 的 样子 
6.4.1 ”本质 和 抽象 化 
今天 不 去 医院 。 


放学 后 ， 我 跟 泰 条 拉 待 在 图 书 室 里 ， 却 没有 要 挑战 的 问题 ， 话 说 回来 也 
没有 心情 去 计算 ， 所 以 就 一 直 在 聊天 。 

“我 说 ， 学 长 .…… 昌 然 米 尔 姻 讲 了 和 群 的 知识 ， 不 过 数字 这 东西 到 撒 是 什 
么 昵 ? 我 一 直 认 为 有 数字 才能 计算 ， 但 是 思考 过 集合 和 公理 ， 就 能 构成 
类 似 于 计算 的 东西 。 集 合 中 计算 元 素 ， 复 平面 上 计算 点 .…… 这 些 我 差 不 
人 SS 
各 ?> 

真实 的 数字 。 

数字 的 ， 真 实 的 样子 。 

真实 完 竟 是 什么 东西 ， 你 们 知道 吗 ? 


“在 医院 听 着 米尔 嘉 的 话 ， 我 也 思考 过 了 。 数 字 是 什么 ? 数字 的 本 质 又 
是 什么 ? ， 


“无 矛盾 性 是 存在 的 基石 。* 


米尔 矣 也 说 了 这 种 话 。 我 却 不 明日 她 想 说 什么 。 


“ 太 具 体 束 会 迷失 本 质 。 虽 然 员 语 中 虚数 叫 作 imaginary number， 但 不 仪 
限于 虚数 ， 所 有 数字 可 能 都 是 我 们 想象 出 来 的 呢 。?” 


“ 太 具 体 束 会 迷失 本 质 ， 是 起 么 回 事 ? ” 


“米尔 电 说 过 的 吧 ， 除 去 同 构 群 ， 本 质 上 只 存在 一 个 "只 有 两 个 元 的 群 ”。 
那 融 是 根据 群 的 公理 饮 辑 性 地 推导 出 的 结论 。 我 们 作 须 还 记 县 体 的 妆 
衬 ， 才 能 看 到 运算 的 本 质 。 必 须 抛 寞 0 和 1 工 这 样 具 体 的 数字 。” 


“把 0 和 1 工 都 统一 看 成 单位 元 ， 这 个 想法 很 大 胆 吧 。 把 + 和 x 都 看 成 运 
算 也 很 了 不 起 。 从 平日 的 陈腐 概念 中 关 去 非 本 质 的 部 分 ， 本 质 的 部 分 束 
会 浮现 在 眼前 了 吧 。” 


“总 觉得 有 点 明白 了 。 抽 象 化 并 证 明之 后 ， 就 能 适用 于 更 大 的 范围 了 
中牟 33 


“如 果 不 进行 抽象 化 ， 我 们 是 不 能 确定 本 质 是 否 相 同 的 。 抽 象 一 一 抽出 
RI RE PSR RR RS 
“选择 真正 重要 的 ， 丢 挥 其 他 的 .………. 

6.4.2 ” 播 摆 不 定 的 心 


“学 长 .……… 米尔 天 学 姐 肥 生 事 故 那天 ， 你 从 教室 飞 奔 出 去 了 ， 那 时 
候 .…...” 秦 赤 拉 说 看 ， 抱 案 了 目 己 的 双肩 。 


" 量 ， 我 直 网 到 中 央 医院 ， 我 自己 都 不 相信 自己 能 中 这 么 远 。 腿 相当 
疼 啊 。>” 


“话说 米尔 嘉 真 厉 害 ， 我 以 为 她 遇 上 事故 以 后 肯定 吓 得 够 哈 ， 没 想到 还 
能 那么 有 精神 地 “讲课 ，… 


说 着 ， 我 想起 了 米尔 嘉 流 泪 的 样子 。 她 原来 有 哥哥 啊 ， 还 在 她 小 学 的 时 
候 去 世 了 ..………. 不 完整 的 和 家庭 啊 。 


我 看 了 看 表 。 
“ 啊 ， 瑞 谷 老师 马上 融 该 来 守 布 放学 了 。 大 不 多 该 回去 了 吧 ? ” 


瑞 谷 老师 是 图 书 室 的 过 理 员 。 一 到 放学 时 间 ， 她 融会 从 管理 员 录 公 宇 走 
到 图 书 室 中 央 ， 宣 布 放 学 了 。 她 总 是 市 看 一 副 深 色 眼 镜 ， 看 不 清 她 腔 上 
ga 因为 到 了 时 间 她 就 会 目 动 过 来 ， 所 以 也 有 人 开 玩 突 说 她 是 机 
证人 。 

“学 长 ， 我 们 纪 起 来 看 看 ， 征 不 是 殉 算 没有 人 瑞 谷 老师 也 会 守 布 放学 ? ” 


我 们 藏 在 文学 全 集 的 书架 后 面 。 瑞 舍 老 师 区 视 的 路 线 思 十 跟 机 占 一 样 规 
人 律 。 这 个 位 置 应 该 是 死角 。 我 医 在 书 染 后 ， 泰 未 拉 蹲 在 我 丑 后 。 


“总 觉得 像 在 玩 提 迷 藏 昵 。， 
二 

身 着 紧身 裙 的 瑞 谷 老师 现 身 了 ， 只 见 她 径直 走向 了 图 书 室 的 中 央 。 
“放学 时 间 到 了 。” 

宣布 完毕 。 然 后 她 就 走 回 管理 员 办 公 室 ， 关 上 了 门 。 一 如 往常 。 

坚 ， 就 算 没 有 人 她 果然 也 会 宣布 放学 啊 。 真 怪 。 我 正 想 转向 泰 傈 拉 时 





泰 灯 拉 贴 上 了 我 的 后 背 。 

“ 秦 示 拉 ? ” 

心跳 急剧 加 快 。 

“学 长 ..…... 别 转 过 来 。” 

我 什么 话 都 说 不 出 。 

“我 知道 ， 我 都 明白 。 米 尔 嘉 很 出 色 ， 我 做 不 到 那么 出 色 。” 


育 后 感觉 看 泰 栗 拉 吴 体 的 柔软 和 重量 ， 我 的 眼神 在 文学 全 集 的 书 月 上 诈 
移 。《 阿 Q 正 传 》 《伊豆 的 舞女 》《 杜 子 春 》.……. 


“所 以 ， 所 以 .….….. 请 你 不 要 回 尖 。 一 小 会 ， 一 小 会 束 好 ， 让 我 束 这 么 待 


一 会 儿 。 对 我 来 六， 没 办 法 跟 .…… 对 于 现在 的 我 来 说 ， 没 办 法 跟 学 长 面 
人 
泰 东 拉 的 双手 不 停 地 车 拌 着 。 


然后 她 .…... 轻 轻 地 把 尖 靠 在 了 我 的 到 上 。 


泰 赤 拉 用 微微 帮 拌 的 声 首 唤 看 我 的 名 子 。 现 在 ， 世 界 上 只 有 我 一 个 人 ， 
能 听见 她 的 声音 。 


仅仅 过 了 一 有 瞬 。 
吹 歇 吹 ! 
泰 条 拉 像 击 鼓 般 手 着 我 的 后 背 。 我 差点 没 站 稳 脚 一 下 子 翻 过 去 。 


“开玩笑 的 ， 学 长 你 吓 到 了 吧 ? 开 个 玩笑 ， 玩 笑 ! 今天 我 先 回去 了 ! 学 
长 ， 明 天 见 !1， 


泰 赤 拉 用 一 副 轻 快 的 语调 跟 我 壹 了 别 ， 站 了 起 来 。 萄 流 那 问 数列 的 手势 
也 瑟瑟 虎 虎 做 了 一 下 ， 束 像 飞 一 样 奔 出 了 图 书 宇 。 


泰 打 拉 到 底 还 是 这 么 开 上 妇 。 
1a 我 0 


看 到 了 ， 她 好 像 在 器 。 


如 果 让 我 回 户 人生， 





选 出 最 具有 创造 性 的 时 刻 ， 
那 束 是 在 最 严格 的 制约 条 件 下 
还 不 得 不 工作 的 时 候 。 


高 纳 德 ，Things a Computer Scientist Rarely Talks Apout 
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第 7 章 以 及 型 为 模 
列车 渐渐 放 慢 了 速度 ， 
不 久 束 硼 见 站 台 上 一 排 排 温 从 、 整 齐 的 灯光 ， 
灯光 不 断 扩 大 、 伸 展 。 
两 人 面 对 的 车 窗 刚 好 对 准 天 筷 车 站 的 大 时 钟 时 ， 列 车 信 下 了 了。 
一 一 宫 泽 贤 治 《 银 河 铁 道 之 夜 》 


7.1 时钟 


7.1.1 余数 的 定义 

“哥哥 ， 这 个 起 么 样 ?“” 尤 里 问 我 。 

A 

“ 误 ? 没 友 现 吗 ?你 看 你 看 ! ” 

尤 里 说 看 转 过 头 ， 马 尾 洲 上 各 绿色 的 狐 丝 种 轻 轻 反 虑 大。 
“ 丝 市 真 深 完 啊 。” 

“ 喊 喊 咕 .…… 哥 哥 ， 你 这 样 可 十 会 不 党 女孩 子 欢 迎 的 哦 。” 
“你 这 是 什么 意思 啊 ? ” 


“不 应 该 说 ' 丝 市 真 漂 完 啊 '， 应 该 说 ' 很 配 你 哦 : 才 对 呆 。?” 


“你 真是 不 明白 女 孩子 的 心思 哎 ! ”万 里 又 开始 用 猫 语 说 话 了 。 
“是 是 ...... 很 配 你 哦 。” 
“ 喂 ! 别 机 械 地 重复 啊 ! ” 


“ 热 喘 完毕 ,今天 要 讲 什 么 ?” 尤 里 问 媳 
“ 尤 里 ， 你 知道 余数 的 定义 吗 ? ” 
“ 除 完 剩 下 的 数字 对 吧 。” 


“这 .….…. 你 忘 了 怎么 描述 定义 了 吗 ? “余数 指 的 是 .……” 
“ 呵 ! 想起 来 了 。' 余 数 指 的 是 除 完 剩 下 的 数字 ’ 对 吧 。>” 


“我 知 起 你 想 说 什么 ， 但 是 这 不 得 定 义 ， 用 什么 除 什 么 ? 剩 下 的 数字 指 
的 是 什么 ”必须 说 明日 。” 


“ 曙 .….. 人 家 没 这 么 想 过 ， 弄 不 明白 啊 。” 
“ 那 我 们 一 起 来 想 。* 我 打开 笔记 本 。 
“好 啊 。" 尤 里 戴 上 眼镜 ， 凌 到 我 身边 ， 
开始 学 习 一 


“为 了 准确 地 定义 余数 ， 我 们 采用 数学 公式 。” 

a=bg+r (0<r 人 < 
“a 除 以 b 剩 下 的 数 子 指 的 束 古 这 个 等 式 中 的 r。 我 们 这 么 来 定义 这 些 子 
母 : qa 和 4b 是 目 然 数 '，g 和 是 目 然 数 或 者 0。” 
“ 址 ? 我 说 哥哥 ， 我 感觉 这 个 等 式 没有 定义 余数 啊 ， 而 且 根本 没 出 现 除 
= 效用 
“定义 余数 也 是 定义 除法 运 拭 ， 所 以 在 定义 余数 的 时 候 没 出 现 除 法 运 下 
正常 的 。 这 个 式 于 用 乘法 定义 了 余数 。 自 先 你 先 好 好 读 读 a = bq +r 这 
个 等 式 。 读 数学 公式 不 能 着 急 ， 得 边 读 边 一 个 个 去 确认 a, b, q, 7 这 些 字 
js 
“人 家 知道 啦 ， 老 师 。 嗯 .….. 自 然 数 指 的 就 是 1, 2, 3 这 样 的 吧 ..….. 在 等 
式 q=bg+r 里 出 现 了 qa,b,g,r 这 四 个 字母 。a 是 被 除数 ，b 是 除数 ，r 
是 余数 .…... 但 是 q 是 什么 ?” 
“你 认为 是 什么 ? ” 


“bp 和 gq 相 乘 ， 再 加 上 了 就 等 于 a..…. 难 不 成 g 是 除法 运算 的 答案 ? ” 


“ 没 销 。g 是 a 除 以 已 的 商 。” 


“ 那 我 束 明 日 这 个 等 式 的 意思 了 。a=bqo+r 束 表示 用 a 除 以 D， 丙 为 g 
余数 为 r 对 吧 。 但 是 这 个 等 式 里 ， 


a=bg+r (0<r<h 
右边 写 的 条 件 (0 <r <b) 又 是 为 什么 呢 ?” 


“你 终于 发 现 了 啊 。 你 真是 不 会 放 过 任何 一 个 条 件 呢 。 好 好 想 想 看 ， 为 
什么 会 存在 这 个 条 件 ? 如 果 有 很 在 意 的 地 方 ， 就 一 个 一 个 仔细 想 ， 这 对 
学 习 数学 非常 重要 哦 。” 


“哥哥 演 起 老师 还 真是 有 模 有 样 的。 _ 咽 ， 因 为 + 是 余数 ， 所 以 0< 
r， 总 之 余数 要 大 于 等 于 0 对 吧 。 余 数 是 0 就 整除 了 。 但 是 为 什么 r <b 
我 就 不 明白 了 .…..” 


尤 里 推 了 一 下 她 的 树脂 框 眼镜 ， 双 手 抱 在 胸 前 。 


“这 个 ，r <b 啤 ......r 是 余数 '，b 是 除数 ...... 啊 ! 这 不 是 明摆着 听 ! r <b 
就 意 味 着 余数 ’ 比 ‘除数 ;小 。 比 如 7 除 以 3， 余数 为 1 是 吧 ，7-h3=2 
... 1。 用 3 除 ， 余 数 表 定 不 会 超过 3， 如 果 用 3 除 余 4， 就 会 出 现 ' 余 数 
多 了 :的 问题 .> 


“对 对 ， 融 是 这 么 回 事 。 尤 里 呐 棒 ， 能 用 具体 数字 举例 。 条 件 0<r<bp 
表示 余数 肯定 大 于 等 于 0， 且 余数 小 于 除数 。 看 吧 ， 只 要 这 样 仔细 读 ， 
这 个 定义 余数 的 等 式 a=bq+r(O<sr<b) 不 也 进 到 脑子 里 了 吗 ? 数学 这 
东西 ， 承 算 你 非 营 神速 地 把 它 全 表 下 来 也 没 用 。 要 慢 怪 地 谈 ， 反 复 地 写 
数学 公 却 ， 有 锋 问 要 仔细 让 和 亏 ， 举 出 具体 例子 验证 。 这 么 玩 很 重要 。 玩 
者 玩 看 藉 学 会 了 。 归 想 准 确定 义 余 效 ， 惑 必须 证 明 存 在 唯一 症 足 这 个 却 
子 的 q 跟 r。 现 在 我 们 先 管 去 这 个 步 又 。” 


余数 的 定义 〔 目 然 数 ) 
我 们 用 以 下 等 式 定 义 a 除 以 总 的 商 g 和 余数 r。 
a=bg+r (0<r<b) 


在 此 ，a,b 为 日 然 数 ，q,r 为 日 然 数 或 0。 


“那么 ， 来 把 你 的 例子 套 到 等 式 里 看 看 。 用 7 除 以 3， 商 为 2 余数 为 1。 
也 就 是 说 ,a =7,b=3,g=2,r=1。” 


7=3x2+1 (0<1<3) 
“ 咕 ， 明 日 ...... 不 过 这 有 意思 吗 ? ” 
“九里 ， 之 前 我 跟 你 举 过 :使 用 数学 公 云 表达 ”的 例 于 。 算 数 和 数学 取 大 的 
不 同 在 于 ， 会 不 会 出 现 市 有 字母 的 数学 公式 ， 对 吧 ? 你 已 经 理解 了 人 余 
数 ' 契 什么 ， 但 是 要 表 这 它 ， 则 需要 数学 公 陈 。 然 后 ， 在 数学 公 却 中 ， 
我 们 必须 紧 罕 哎 住 每 一 个 字母 的 含义 。 这 束 是 我 之 前 想 说 的 。” 
“上 唆 ...... 我 明日 了 了 了， 哥哥 。” 
“不 过 话说 回来 ， 你 还 是 没 放 过 任何 一 个 条 件 呢 ， 了 不 起 ! ” 
“讨厌 ! 人 家 会 不 好 意思 的 ! ” 
7.1.2 ”时 和 针 指 示 之 物 
我 指 了 指 墙 上 的 时 钟 。 
“如 果 时 钟 时 针 指 向 3， 那么 可 能 出 现 两 种 情况 一 ”凌晨 3 点 , 或 者 15 
点 ， 也 束 是 下 午 3 点 。 我 们 不 知道 是 哪 种 情况 。 时 和 针 指 问 的 是 ‘用 现在 
的 时 刻 除 以 12 的 余数 '。 因 为 15 = 12=1...3， 余 数 是 3， 所 以 在 15 点 
时 时 针 会 指向 3 这 个 数字 。” 


“ 嘱 ...... 上 听 哥 哥 你 这 么 一 说 ， 确 实 是 这 样 呢 。 要 是 23 点 的 话 ， 束 用 23 
除 以 12， 余 数 是 11， 然 后 时 针 会 指 同 11...... 没 钳 。” 


“所 以 ， 时 钟 正在 进行 求 余数 的 计算 哦 。” 


“不 是 吧 ! 哥哥 你 捅 钳 了 吧 ! ” 


656 De ? ?? 
“因为 你 看 呈 ， 想 想 余数 为 0 的 时 候 啊 ，12 点 的 时 候 ， 时 针 不 指 同 0 而 


指 加 12， 难 道 说 余数 得 12 ? 太 柯 怪 了 吧 。” 


“ 啊 ， 说 的 也 是 ， 但 是 12 跟 0 是 一 样 的 啊 ......” 
“12 跟 0 才 不 一 样 呢 ! 哥哥 你 筷 了 余数 的 定义 了 吗 ? 
a=bg+r (0<r<b) 


用 12 弥 的 时 候 ， 人 余数 r 有 0<rx<12 这 个 条 件 吧 ? 12 没有 余数 哦 ! 嘲 
哈哈 一 


7.2 同 余 
7.2.1 余 项 


“… 陨 这 样 ， 我 被 表妹 辩 倒 上 。? 我 说 。 


“ 尤 里 对 条 件 看 得 具 案 啊 .…...” 秦 示 拉 说 违 。 
“我 看 你 被 辩 倒 了 很 开心 呆 。? 炒 尔 姑 说 逢 。 
这 里 是 我 的 教室 。 


米尔 对 出 了 院 ， 从 今天 起 回来 上 康 了 。 不 过 是 持 看 抛 杖 来 的 。 因 为 行动 
不 便 ， 放 学 后 我 们 就 没 到 图 书 室 去 ， 和 直接 在 教室 讨论 起 来 了 。 


米尔 肿 的 眼镜 焕然 一 新 ， 镜 框 的 区 曲 度 上 略 与 之 前 不同 。 左 辟 和 右 脚 还 缠 
着 绷 珊 ， 显 得 很 可 怜 。 


学 妹 泰 杀 拉 也 加 入 了 我 们 的 谈话 。 因 为 前 些 日 子 捉迷藏 的 事 ， 我 不 由 得 
很 在 意 她 ， 可 她 却 一 如 往常。 


女孩 子 的 心 ， 还 只 是 难以 捉摸 啊 
“我 说 泰 泵 拉 ， 你 换 了 及 型 ? ” 
消 来 了 许多 ， 给 人 感觉 不 再 乱七八糟 层 怀 张 张 了 ， 反 而 利落 了 许多 。 


“ 弃 ? 啊 ， 你 发 现 了 ? 没 做 什么 大 的 修整 ， 只 把 长 长 的 部 分 稍微 修剪 了 
ee 本 太 短 了 吗 ? ” 


泰 赤 拉 用 手指 搜 看 x 海 ， 了 眼睛 往 上 看 看 。 
“ 短 了 不 少 .……… 不 过 很 配 你 哦 。” 

“ 诡 1 
只 见 泰 示 拉 两 手 握 拳 在 脑袋 上 转 来 转 去 ， 不 知道 是 什么 手势 。 





喇 ? 


人 很 高 兴 你 能 这 么 说 .2 


Pi 
Pi 
Pi 
Pi 
Pi 
所 
二 


-然后 照 ? 听见 42 和 0 是 不 一 样 的 "你 就 中 逢 打 的 曾子 似 的 撤 了 ?" 米 人 
嘉 问 首 


用 
“时 钟 的 世界 ， 征 由 mod 来 运营 的 。” 
“mod ? 33 


“ 求 余 项 一 一 也 束 古 余数 的 运 拭 ， 叫 作 mod。 打 个 比方 ，7 除 以 3 余数 
得 1 束 可 以 写成 下 面 这 样 。 


7mod3=1 
无 视 商 ， 只 关注 余数 。 我 们 按 顺 序 来 讲 。” 
米尔 矣 说 看 ， 问 我 打 了 个 手势 。 
让 我 区 出 笔记 本 和 目 动 铅笔 症 吧 ， 遵 命 ， 遵 命 。 
O O O 
我 们 按 顺 序 来 讲 。 


你 用 了 目 然 数 的 范围 来 定义 余 项 。 目 然 数 a 除 以 b 得 到 的 商 设 为 q， 余 
项 设 为 r， 则 a, b, q,r 关系 如 下 所 示 ， 这 是 对 的 。 

a=bg+r (0<r 人 < 
在 此 ， 将 a 和 4b 的 施 围 从 目 然 数 扩 大 到 整数 ， 但 因为 两 不 能 为 0， 所 以 
bzx0。 


将 整数 a 际 以 整数 b(b 0) 得 到 的 丙 设 为 9， 余 项 设 为 nm ， 用 以 下 等 陈 定 
义 商 和 余 项 。 因 为 b 也 有 可 能 为 负数 ， 所 以 我 们 在 附加 条 件 的 不 等 式 中 
用 绝对 值 |b| 代 蕉 b。 


a=bg+r (Or 人 < 


给 出 q,b 的 话 ，9,r 就 具有 唯一 性 了 。 这 样 就 可 以 定义 mod 了 。 


mod 的 定义 (整数 ) 
假设 Ud, b, g,r 是 整数 ， bzz0。 
a modb=r < a=ty+r (0<r < | 


这 没什么 难 的 。 和 十 ， -， 义 ， 2 任 ， mod 束 是 一 个 运算 。 打 比 方 说 ， 
用 7 除 以 -3， 商 为 -2， 人 余数 为 1。 


7 mod -3 引 王 1 < 7=(-3)x(-2)+1 10 三 1<| 一 引 
因为 存在 制约 条 件 0<r<|-3|， 所 以 7 mod (-3) 的 值 只 能 为 1。 
采用 刚刚 我 们 定义 的 运算 mod， 假 设 从 竣 展 0 点 开始 过 了 下 个 小 时 ， 那 
么 时 针 束 会 指 癌 hmod 12。 当 然 ， 为 了 让 你 表妹 没 法 吐槽 ， 我 把 12 的 
刻度 事先 换 成 了 0。 


六 也 可 以 是 负数 。 从 凌晨 0 点 过 了 -1 个 小 时 《也 就 是 提前 了 一 小 时 ) 
时 ， 时 针 指 向 11， 然 后 (-1) mod 12 也 确实 为 11。 


-1=12x(-D+11 (0<11<|12)) 


那么 ， 我 给 泰 永 拉 出 直 简 单 的 题 ， 对 于 整数 a 和 D， 人 存在 


amodb=0 
请 用 一 句 话 说明 a 和 4b 的 关系 。 
O O O 
“ 咽 ..……" 泰 杀 拉 思考 着 米尔 嘉 的 问题 , “整数 o 和 1b 的 关系 吗 ，a mod b 


指 的 是 a 除 以 b 的 余数 对 吧 ， 所 以 amodbp =0 指 的 是 ..….…a 除 以 D 余 
数 为 0: 吧 ! >” 


“没什么 错 ， 不 过 泰 永 拉 ， 这 可 以 直接 用 一 句 话 归纳 。” 
“ 弃 ? 用 一 句 话 ? 嗯 ， 那 个 ..…...” 
“‘q 是 b 的 倍数 '"， 或 者 说 'b 是 a 的 约 数 ; 也 行 。” 米 尔 嘉 说 道 。 


“还 可 以 说 成 ‘a 能 整除 上 。” 我 说 。 
“ 啊 ， 是 这 样 啊 ! ” 徐 赤 拉 用 力 点 了 所 类 。 


“mod 是 只 求 余数 的 运算 对 吧 。” 我 说 ，“ 求 商 和 余数 我 还 能 明白 ， 只 求 
余数 有 什么 意义 吗 ?” 


“ 哩 .…… 你 不 是 喜欢 "调查 奇偶 性 ' 吗 ? "米尔 嘉 反问 我 。 
“调查 奇偶 性 是 种 理论 啊 .….. 啊 ， 对 了 ! ， 
“ 没 错 。' 调 查 奇偶 性 "就 是 调查 除 以 2 的 余数 '。” 


A 调查 奇偶 性 的 时 候 除 以 2， 无视 商 ， 只 关注 余数 。 原 来 
[此 。 


“我 想 问 问 在 mod 的 定义 中 出 现 的 a= bg+r 这 个 式 子 。” 泰 打 拉 许 

道 ，“r 是 瑞 语 的 remainder' 人 余数; 的 省 字母 对 吧 ， 但 是 g 是 什么 单词 的 首 
字母 呢 ? “ 除 : 是 divide,， “比率 :是 ratio， 分数: 的 话 是 fraction...... 
“quotient。?” 炒 尔 又 立即 答 道 , “和 古 ' 商 '。mod 是 modulo。” 


7.2.2 ” 同 余 

“那么 ， 我 们 来 谈 谈 同 余 。? 米 尔 宫 说道, “ 同 余 指 的 是 ， 把 余数 相等 的 
数 同 等 看 每 。” 

“同等 看 待 ?” 索 杂 拉 一 脸 不 解 。 

“ 瓯 是 把 不 同 的 东西 看 成 一 样 的 东西 的 意思 哦 ， 泰 末 拉 。? 我 补充 道 。 


“时 钟 的 例子 很 简单 。? 米 尔 里 继续 讲 道 , “3 点 和 15 点 是 不 同 的 时 刻 ， 

但 是 在 这 两 个 时 刻 ， 时 针 都 指向 3。 因 此， 我 们 把 3 和 15 同等 看 待 。 

也 就 是 说 ， 把 际 以 12 得 到 的 余 项 中 ， 相 等 的 余 项 同等 看 街 。 如 下 面 的 
数学 公式 所 示 。” 


3=15 (mod 12) 


“要 注意 这 里 的 符号 不 是 =， 而 是 =。 这 个 式 子 叫 作 同 余 式 。 此 外 ， 我 们 
把 这 时 的 12 称 为 模 。3 = 15 (mod 12) 这 个 同 余 式 读 作 


和 15 对 醒 12 同 余 。， 


试 着 以 12 为 模 ， 举 出 几 个 同 余 式 的 例子 。 总 之 就 用 = 连接 那些 用 模 除 
后 余数 相等 的 数 。，” 


3 三 1]15 imod 121 

15 三 3 imod 12) 

l]2 三 0 imod 121 
1l2 000 三 0 imod 121 
36 三 12 imod 121 

14 三 2 imod 121 

11 三 【一 二 [mod 12) 
T'S [mod 12) 

1 三 1 imod 121 


“因为 = 两 边 的 余 项 相等 ， 所 以 一 般 可 以 像 下 面 这 样 表示 。 
i 三 8 limod m) < a mod m=bmodm 
也 可 以 把 这 个 想 成 是 = 的 定义 。” 
“米尔 曼 ， 我 想 问 一 下 。?” 泰 条 拉 举 起 手 。 
“什么 ? ， 
“我 感觉 越 来 越 不 明日 mod 这 个 运算 的 含义 了 。 刚 开始 我 是 将 amodp 
理解 为 ‘a 除 以 的 余数 ”， 但 是 涉及 以 六 为 模 同 余 ; 时 ， 出 现 了 (mod 
m))，mod 左边 被 除数 的 位 置 上 什么 都 没有 写 .……. 


“这 样 啊 ， 不 习惯 的 话 确实 容易 搞 混 。” 米 尔 露 说道,“ 秦 条 拉 ， 你 明日 
这 个 式 子 的 意思 吧 ? 的 


amodm=b modm 


“ 咽 ， 我 明 3 余数 相等 。 等 式 的 意思 是 5a 除 以 m 的 余数 "和 和 b 除 以 m 
的 余数 ， 相等 。” 

“ 那 融 行 了 。 这 个 陈 子 中 ， 两 边 的 除数 都 是 站 。 现 在 为 了 把 云 子 简化 ， 
我 们 把 了 过 都 有 的 mod m 统一 写 到 右边 ， 但 在 这 里 a 和 并 不 相等 ， 
A 人 ^ 契 除 以 m 的 余数 相等 。 所 以 我 们 不 采用 a=b (mod m) 这 样 的 等 号 

， 在 此 我 们 用 一 个 跟 等 号 很 像 的 符号 = 来 代 符 它 。” 
aq=b (modm) 


“原来 如 此 ， 我 明白 了 。amodm 是 计算 余数 的 式 子 。a=b (mod m) 是 表 
示 余 数 相 等 的 式 子 ....…. 是 这 样 吧 ? ” 


是 这 样 。” 

米尔 时 紧 起 食指 转 了 一 圈 ， 继 续 往 下 讲 。 

“那么 ，a 除 以 m 的 余数 等 于 b 除 以 m 的 余数 可 以 直接 写成 
amodm=b modm 

也 可 以 写成 下 和 面 这 种 形式 。 
(a-b)jmodm=0 

换 句 话 襄 ， 束 十 ‘以 m 为 模 的 同 余数 字 的 看 ， 是 m 的 倍数 '。” 


“ 族 ? 族 ? 啊 ， 确 实 是 这 么 回 事 。 这 个 我 明白 。 一 计算 a - bp， 两边 的 余 
数 就 会 消失 了 呢 。” 索 杂 拉 了 然 地 点 头 。 


“对 ， 举 个 例子 ，15 和 3 的 情况 下 ， 


(15 一 3) mod 12 = 12 mod 12 


一 让 
就 像 这 样 ，15 和 3 的 差 确 实 是 12 的 倍数 。” 
mod 的 另 一 种 说 法 


假设 a, b, m 为 整数 ，m 0。 


a=b (mod m) 以 m 为 模 同 余 


4 mod 2 二 mod 入 除 以 到 余数 相等 
(a—b)modm=0 差 是 mm 的 倍数 


7.2.3” 同 余 的 含义 


“话说 ， 为 什么 要 把 余数 相等 的 两 个 数字 称 为 同 余 呢 ? 我 倒是 知道 三 角 
形 的 全 等 .> 


! 日 文中 整数 的 < 同 余 ” 和 几何 的 “全 等 "是 一 个 词 ， 皆 为 "合同 "。 一 译 者 注 
米尔 至 听 了 这 个 问题 ， 微 微 故 看 关 ， 回 以 微 实 。 


“你 一 二 都 很 在 意 用 词 呢 .…… 确 实 ， 几 何 里 也 有 这 个 词 。 ' 两 个 三 角形 全 
等 指 的 是 无 视 位 置 和 方 同 ， 把 两 个 三 角形 同等 看 竺 。 把 两 个 全 等 的 三 
角形 的 位 置 和 方 同 翻 过 来 挥 过 去 ， 能 恰好 重合 ， 对 吧 ? ” 


我 和 泰 赤 拉 默 责 地 后 了 乓 兴 。 米 尔 邓 继续 往 下 讲 。 


“无 视 委 异 是 很 重要 的 。 人 整数 的 同 余 跟 几 何 的 全 等 很 像 。 以 六 为 醒 ， 无 
视 m 倍 数 上 的 天 寞 ， 把 两 个 数字 同等 看 生 。 如 来 把 同 余 的 两 个 数学 加 
减 普 的 倍数 ， 吏 能 恰好 相等 。” 


7.2.4 不 拘 小 节 地 同等 看 待 


“我 贫 得 很 不 可 思议 。?” 泰 床 拉 说 , “数学 是 一 门 严 说 的 学 问 对 吧 。 数 学 
重视 日 钊 生活 中 那些 想不到 的 、 微 小 的 兰 异 ， 然 而 借 尔 也 能 非常 不 拘 小 
万 地 将 两 个 东西 同等 看 竺 吗 ?“ 复 平面 ' 中 ， 将 点 和 数字 同等 看 符 ， 在 医 
阮 讲 过 的 ‘和 群 ; 则 是 在 集合 的 元 系 中 定义 运算 ， 和 数字 同等 看 行 。 还 有 整 
数 的 ' 同 余 ?， 也 是 无 视 僧 数 的 委 卉 同等 看 待 。 本 来 同 余 这 个 用 语 也 是 将 
几何 和 整数 做 了 同等 看 符 .……2” 


“一 出 现 同等 看 待 ， 感 觉 承 变 得 有 意思 了 。? 我 点 头 道 , “应 该 说 感觉 好 
像 ' 肥 现 ' 了 未 知 的 事物 ， “这 个 和 那个 很 像 ! 不 ， 儿 乎 一 样 ! ， 这 种 
感 作 是 豆 避 吗 ?还 是 看 罕 结 构 的 快乐 呢 ? 结构 的 同等 看 符 .………2” 


“我 们 在 医院 讨论 过 ' 群 同 构 :。? 炒 尔 曼 也 开口 了 ,“ 同 构 这 个 概念 是 想 从 
数学 层面 表达 :结构 的 同等 看 待 '。 创 造 同 构 的 映射 称 为 同 构 映射 ， 同 构 
映射 是 含义 的 源 果 ， 也 是 连接 两 个 世界 的 桥梁 。” 
7.2.5 ”等 式 和 同 余 却 
“这 个 嘛 ， 就 先 不 往 哲 学 方面 谈 了 。” 米 尔 嘉 继续 先前 的 话题 ,，“ 本 来 = 
这 个 人 符号 融 很 像 =。 因 为 等 式 和 同 余 陈 非 利 相 似 ， 所 以 数学 家 们 才 选 了 
这 个 跟 等 号 非常 相似 的 符号 表示 同 余 。 事 实 上 ， 等 式 和 同 余 式 极 为 相 
似 ， 但 是 除法 除外 。” 
等 式 的 情况 一 一 
0 一 b 时 ， 以 下 天 系 式 成 并 。 
a+C=b+C 两 边 同 时 加 上 同一 个 数 ， 结 果 相 等 
aq-C=b-C 两 边 同 时 减 去 同一 个 数 ， 结 果 相 等 
axC=bxC 两 边 同 时 乘 以 同一 个 数 ， 结 果 相 等 
同 余 式 的 情况 一 一 
当 aq=b (modm) 时 ， 以 下 关系 式 成 并 。 
a+C=bt+t+C (modm) ”两边 同时 加 上 同一 个 数 ， 结 果 同 余 
aq-C=sb-C (modm) ”两边 同时 减 去 同一 个 数 ， 结 果 同 余 
axC=bxC (modm) ”两边 同时 乘 以 同一 个 数 ， 结 果 同 余 
7.2.6 ”两 边 同 时 做 除法 运算 的 条 件 
“除法 就 是 去 除 。? 米 尔 亮 说。 确实， 加 减 乘 除 四 则 运算 中 ， 关 于 加 法 、 
减法 以 及 乘法 ， 等 陈 和 同 余 式 都 一 模 一 样 。 于 是 问题 自然 束 来 了 .…… 正 
当 我 想到 这 里 的 时 候 ， 泰 条 拉 举 起 了 手 。 





“米尔 野 ， 同 余 陈 不 可 以 在 两 边 同 时 除 以 同一 个 数 吗 ? ” 
对 ， 就 是 这 个 ! 泰 示 拉 虽 然 经 常会 洲 下 和 条件， 不 过 还 是 非常 聪明 的 ， 她 
一 下 跟 者 钞 尔 吻 的 电路 ， 也 始终 执着 地 珊 着 问题 听讲 。 同 余 式 中 该 怎么 
进行 除法 运算 呢 .…………. 
“ 跟 等 式 不 一 样 。 现 在 让 他 来 举 具体 例子 。? 米 尔 妓 指 寿 我 。 
把 包容 丢 给 我 吗 ? ! 好 吧 ， 也 行 ..……… 
“这 个 ， 咽 .….. 比如 说 ， 将 12 作为 模 ， 则 3 和 15 同 余 。 
3=15 (mod 12) 


但 是 ， 在 两 边 同 时 除 以 3， 同 余 式 就 不 成 立 了 。 因 为 在 两 边 同 时 除 以 
3， 左 边 是 1， 石 边 是 5。 以 12 为 模 的 话 1 跟 5 是 不 同 余 的 。? 我 说 。 


(3=3) 关 (15=3) (mod 12) 
“ 认 ? 是 吗 .……” 泰 休 拉 说 道 , “以 12 为 模 ，1 跟 5 不同 余 .….... 啊 ， 对 
呵 。 因 为 时 钟 的 时 针 在 1 点 和 5 点 分 另 列 指 辣 个 同 由 位 量 。 明明 在 3 点 和 
15 点 是 指 问 一 个 位 置 的 .…..….. 已 觉得 有 些 可 惜 呢 。 
3 三 15 (mod 12) 3 相 15 同 余 
(3 二 3) 半 (15 二 3) (mod12) ”两 边 同 时 除 以 3， 同 余 不 成 立 


“网 四 他 准 了 一 个 不 能 际 的 例子 。 "处 尔 医 说 道 ,“ 但 是 乌有 了 两边 可 以 除 
以 后 A ad 情况 ， 比 如 说 15 和 75 这 个 例子 ， 这 两 个 数 以 12 为 模 是 
同 余 


15=75 (mod 12) 


“75 点 是 几 点 啊 ? ” 素 菏 拉 说 道 ，“75 = 12...... 这 个 ， 商 6 余 3 对 吧 。 
为 15=12 商 1 余 3， 所 以 15 和 575 确实 是 同 余 的 。>” 


“这 时 融 算 在 两 边 同 时 除 以 5， 同 余 陈 也 成 立 。? 米 尔 寺 说道 


(15+5)=(75+5) (mod 12) 


“ 咽 。15-5=3，75-5=15，3 跟 15 同 余 。 喷 ? 不 过 像 这 样 在 两 边 同 
时 除 以 3， 同 余 式 整 不 成 立 了 呢 ...... 


(15=3) 关 (75=3) (mod 12) 


因为 15=3=5，75-3=25。5 点 和 25 点 ...... 也 就 是 说 ， 时 针 指 问 的 
是 5 点 和 凌晨 1 工 点 。 


我 悦 然 大 悟 。 原 来 在 同 余 式 两 边 同 时 除 以 某 个 数 ， 同 余 式 有 可 能 成 习 ， 
也 有 可 能 不成立 啊 。 


15 S75 (省 6 区 15 和 ?75 同 余 

(15 二 5) 三 (75 二 5) (mod12) ， 两边 同时 除 以 5， 仍 然 同 余 
(15 二 3) 关 (75 二 3) (mod12) 两 近 同 时 除 以 3， 同 余 不 成 立 
这 样 一 来 ， 下 一 个 问题 是 .……. 
台 如 回应 我 一 般 ， 米 尔 姑 说 道 : 
“这 样 下 一 个 问题 目 然 吏 来 了 。” 

问题 7-1 《 同 余 式 和 除法 运算 ) 

假设 a, b, C, m 为 整数 。 

当 C 具有 何 种 性 质 时 ， 以 下 关系 成 立 ? 

xOCEbxC (modm) 
少 则 
a 三 b (mod m) 


“这 个 条 件 就 是 说 ， 两 边 可 以 同时 除 以 C 对 吧 。” 


“对 。” 米 尔 盈 简短 地 回答 道 

我 跟 泰 朱 拉 都 迅速 闭 上 嘴 ， 开 始 进 入 思考 模式 。 

我 从 mod 的 定义 出 发 ， 开 始 杰 形 数学 公式 ， 往 泰和 东 拉 那 里 卓 了 一 眼 ， 
oats 笔记 本 上 写 写 画 男 了 了...... 但 不 信 ， 她 就 一 脸 抱 歉 地 对 我 
} 


“对 不 起 ， 学 长 ..…… 还 有 米尔 嘉 学 姐 。 人 恨 抱 攻打 近 你 们 了 ， 不 过 能 给 我 
扩 扣 示 吗 ?就 算 想 圾 谋 也 完全 没有 头绪 啊 ..….……. 


“思考 问题 的 第 一 步 是 ? ”米尔 又 问 道 


“举例 子 。 示例 是 理解 的 试金石 :。?” 泰 东 拉 答 道 ，“ 我 又 硝 认 了 一 通 刚 才 
3=15 和 15=75 的 例子 。” 


“泰和 沙拉 你 想 从 除法 运算 的 角度 想 吧 ? ” 

“ 弃 ? 啊 ， 是 ， 没 错 。 从 可 以 进行 除法 运算 的 条 件 .>” 

“ 泰 林 拉 你 啊 ...... 列 从 除法 运算 想 ， 先 观察 乘法 运算 。 观 察 滋 法 运算 不 
是 没 用 的 ， 它 让 晓 各 你 更 好 地 理解 除法 运 揽 。 现 在 我 们 给 集合 {0, 1, 2 …， 
11} 起 个 名 字 ， 叫 作 多 122。 


Flo 010 1 
RT 
以 12 求 余数 "。 当 然 集 合 . “关于 运算 加 是 闭 集 。 因为 除数 是 12， 
所 以 余数 7 在 0<r<12 这 这 个 泄 围 内 。” 

中 的 六 一 人 axpIimod 12 运算 圆 的 定义 ) 


“ 秦 条 拉 ， 我 在 医院 说 群 的 时 候 写 了 一 个 太 的 运算 表 ， 现 在 你 来 写 加 的 
运算 表 ， 然 后 我 们 针对 你 写 的 运算 表 来 讨论 。” 


“好 ， 好 的 。 请 问 ， 这 个 方 框 里 面市 个 x 的 符号 是 .2 


“别管 它 是 克 还 是 o。， 是 什么 部 行 。 我 只 是 试看 选 了 一 个 跟 乘 法 运算 很 
像 的 特写。 你 算 算 这 两 个 例子 。” 米 尔 矣 举 了 两 个 例子 。 


2 罗 3 = (2 x 3) mod 12 根据 罗 的 定义 


= 6 mod 12 计算 2x3 

一 6 6 除 以 12 余数 得 6 
6 四 8 = (6 x 8) mod 12 根据 罗 的 定义 

一 48 mod 12 计算 6x8 

0 48 除 以 12 人 余数 得 0 


“我 恒 了 ， 那 我 来 与 运算 夫 。 


老实 的 泰 林 拉 开 始 在 自己 的 笔记 本 上 男 起 运算 表 。 首 先 在 0 的 行 和 列 上 
写 上 一 大 串 0， 然 后 在 1 的 行 和 列 上 写 上 1, 2, 3, 4,... ,11。 然 后 开始 努 
力 填 满 表格 。 


四 |I0 1 23 1 
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110 1 23444 56 7 C 

2310 2 46 8 10 0 2 46 8 10 
310 3 6 90 36 90 3 6 9 
141410 4 80 4 80 480 4 8 
p910 5 10 3 16 11 49 2 了 
6 |I0 6 0 6 

Io 了 

S$ |0 8 

9 10 9 

lI010 10 

]110 11 


填 到 6 这 一 行 的 一 半 时 ， 胡 未 拉 突 然 抬 起 头 。 
“ 呵 ， 粮 了 ! 精 了 精 了 ， 我 筷 了 今天 得 提早 回 家 ! 抱歉 ， 学 长 ， 米 尔 允 


学 姐 。 今 天 我 完 失 陪 了， 我 们 改天 下 一 起 研究 数学 吧 ! ” 

泰和 东 拉 抓 起 笔记 本 一 一 上面 是 号 了 一 半 的 运算 表 ， 离 开 了 教室 。 
7.2.7 ” 抛 杖 

教 军 里 剩 下 我 和 米尔 于。 

少 了 活力 四 里 的 泰 打 拉 ， 教 室 一 下 子安 前 了 许多 。 

我 看 者 米尔 勇 脚 上 的 绷 市 ， 她 是 不 是 还 在 疼 呢 ? 

“米尔 副 ， 持 抛 很 费劲 吧 ? ” 

“也 不 是 我 愿意 的 。” 
站 


“不 过 ， 你 就 快 能 扔 掩 拐杖 了 吧 。， 
“我 已 经 能 撒 掉 拐杖 走 了 ， 今 天 我 只 是 想 确认 一 下 能 不 能 行 。” 
确认 ? 算 了 ， 不 管 怎么 说 ， 没 出 什么 大 事 真 是 太 好 了 。 

“今天 你 这 就 回去 了 吗 ? "我 问 她 ， 

“ 唔 .…… 也 是 啊 。 回 去 之 前 我 想 先 去 趟 出所 。， 

米尔 嘉 突然 对 我 伸 出 手 。 

“ 族 ? ， 

“ 扣 杖 太 麻烦 了 。” 

呵 ..….. 原 来 是 让 我 借 她 肩膀 。 


我 左手 拿 看 擅 杖 ， 石 手 恬 绕 过 米尔 矣 的 后 育 撑 看 她 ， 束 像 怀 抱 一 般 。 
中.…… 好 难 笃 握 平衡 啊 ， 而 且 健 女孩 子 这 件 事 本 喘 束 让 我 素 张 得 不 行 。 


她 左手 辟 绕 过 我 的 朋 子 ， 纳 市 粗粮 的 触感 和 药品 的 气味 。 我 们 一 起 站 起 
人 走出 教室 ， 步 入 走 亡 。 然后 人 


"米尔 天 说 道 。 

这 边 吗 ? 不 过 ， 能 不 能 不 要 在 我 耳 边 小 声 说话 啊 。 
我 们 调整 看 步伐 ， 注 意 痢 脚下 。 
“我 走 太 快 了 ? ” 
“ 没 天 系 。” 
米尔 肝 的 重量 应 该 都 压 在 我 旱 上 ， 我 却 儿 乎 感觉 不 到 她 的 重量 。 能 感觉 
到 的 ， 只 有 和 柔软 又 丰满 的 ..…... 心 跳 不 停 ， 脸 如 火烧 ， 柑 权 系 的 香味 把 我 
的 心 挠 得 一 团 乱 。 
走 万 里 没有 人 ， 药 红色 有 的 夕阳 从 窗口 笠 斜 地 酒 进来 。 

:到 这 里 就 行 。?” 我 们 到 了 厕所 跟前 。 
“ 那 我 在 这 儿 等 你 。” 我 把 拐杖 递 给 她 。 
“两 人 三 足 ， 采 然 有 意思 啊 。” 
米尔 露天 下 这 人 句 话 束 进 了 出 所 。 


我 靠 在 走 亡 的 墙壁 上 ， 大 大 地 出 了 一 口气 。 
透 过 窗户 ， 可 以 看 到 天 丽 的 晚霞 散布 在 天 际 。 


9 去 路 上 也 要 一 直 倍 她 肩膀 吗 。 女 孩子 ， 霞 么 说 呢 ， 真 是 非 第 的.…... 我 
呵 ， 难 个 成 津 是 饮 米 尔 驶 军 看 蜡 子 走 吗 ? 算 了 ， 无 所 谓 了 。 


“两 人 三 丰 ， 来 然 有 意思 啊 。” 


朱 然 ? 


7.3 ”除法 的 本 质 

7.3.1 喝 独 可 可 

夜晚 ， 我 的 房间 

学 这 么 晚 笠 吉 了 。? 我 妈 放 下 了 一 杯 可 可 。 


已 经 这 么 晚 了 吗 ...... 我 看 着 蕊 克 杯 ， 习 愧 地 想 着 。 说 过 了 哟 咖啡 束 行 ， 
她 却 总 拿 来 可 可 ， 能 不 能 别 总 是 把 我 当 小 孩子 看 啊 。 


ph 于 婚 后 有 了 我 ， 一 家 人 。 米 尔 驶 也 有 家 人 ， 泰 赤 拉 也 有 家 


我 们 才 十 来 艾 ， 但 我 们 也 育 负 厦 许多 东西 ， 采 些 我 们 要 背负 的 东西 。 
米尔 姻 也 是 。 


“不 过 ， 哥 哥 他 在 我 小 学 三 年 级 的 时 候 束 ..…... 死 了 。” 


“所 以 ， 所 以 .………. 请 你 不 要 回头 。” 
一 一 我 后 痛 上 能 感觉 到 泰 末 拉 的 双手 在 不 停 焉 拌 。 我 的 心 也 志 心 人 不定。 


我 翻 开 笔记 本 。 


数学 的 存在 很 有 分 量 一 一 我 一 直 这 么 起。 或许 完 成 后 的 数学 确实 是 这 
样 ， 但 完成 之 前 的 数学 肯定 有 所 不 同 。 


写 数 学 公式 ， 台 会 留 下 数学 公式 。 半 途 而 废 ， 惑 只 会 留 下 与 到 一 半 的 数 
学 公 却 。 这 和 古 理 所 当然 的 。 


然而 ， 教 科 书 上 没有 号 a 到 一 半 的 数学 公式 。 在 建筑 工地 上 已 经 挫 好 了 脚 
手 淋 。 所 以 一 说 到 数学 ， 我 们 脑海 中 忌 会 溯 现 出 整 然 有 序 的 、 己 经 完成 
的 画面 。 但 实际 上 ， 那 些 创造 出 最 尖端 数学 的 地 方 ， 不 都 是 跟 施工 现场 
一 样 乱 七 八 糟 的 吗 ? 


毕 葛 发 现 数 学 、 创 造 数 学 的 是 人 类 ， 怀 大 残 号、 宕 闸 、 志 起 之 心 的 人 
类 。 是 异 慢 美丽 的 结构 ， 倾 募 永恒， 想方设法 捕捉 无 限 的 信 实 ， 上 培育 出 
了 今日 的 数学 。 


不 是 纯粹 地 获取 ， 而 是 由 目 己 创造 出 来 的 ， 从 搜集 不 起 眼 的 水 唱 雄 厂 开 
始 ， 征 至 建成 宏伟 的 佛寺 ; 在 一 无 所 有 的 空间 里 放 入 公理 ， 由 公理 推导 
定理 ， 由 定理 再 导出 其 他 定理 ， 由 一 里 小 小 的 种 子 开始 ， 构 建 整个 罕 
i 这 有 奔 是 数学 。 


米尔 天 优雅 的 解答， 泰 末 拉 付出 的 盆 力 ， 尤 里 对 于 条 件 的 关注 .…… 我 能 
改变 对 数学 的 回 有 印象 ， 也 是 受 了 她 们 的 巨大 影响 啊 。 


我 吃 痢 热乎 乎 的 可 可 ， 漫 无 边际 地 想 看 。 





么 
泰 洒 拉 把 加 的 运算 表 写 到 一 半 ， 那 我 也 来 写 写 看 吧 。 
1 的 b= la xb) mod 12 


只 是 做 个 乘法 运算 ， 写 出 除 以 12 的 余数 而 已 ， 费 不 了 什么 工夫 。 


的 
al 


办 |01 234 56 789 10 1 
O00 0 0000 00 0000 0 0 
lI0 1 2234 56 79 10 11 
210 2 4063 10 0 2 b 3 10 
310 3 690 3 yy 0 3 8 9 
40 4 04 80 4830 4 8 
IUD 1038 16 11 49 2 
00 6 060 60 68609086 0 6 
TI0 7 2294 11 6 13 10 = 
3 10 8 408 40 40 8 4 
gy 0 9 6630 96 309 06 3 
1I0I0 10 6 4 20 10 8 6 4 2 
lli0 11 10 9 8 0D 2043 2 | 


不 过 ， 米 尔 肿 为 什么 让 泰 示 拉 写 这 个 运算 表 呢 ? 一 切 得 从 在 同 余 式 的 两 
边 同 时 除 以 C 这 里 说 起 。 


问题 7-1 。”〈 同 余 式 和 除法 运算 ) 
假设 a, b, C, m 为 整数 。 
当 C 具有 何 种 性 质 时 ， 以 下 关系 成 立 ? 
axC=bxC {mod 7 
少 则 


a 三 b (mod m) 


“观察 来 法 运算 不 是 没 用 的 ， 它 能 帮 你 更 好 地 理解 除法 运 窒 。” 


好 ， 那 我 就 举 m= 12 这 个 例子 ， 来 好 好 观察 一 下 这 个 运算 表 。 


A 


一 行 一 行 地 读 。 

因为 0 乘 以 什么 数字 都 得 0， 所 以 0 这 行 全 部 是 0。 

1 这 行 是 0, 1, 2, ..…. , 11， 数 字 依 次 排列 。 这 也 是 理所当然 的 。 

2 这 行 是 0, 2, 4, 6,8， 直 到 10 数字 是 递增 的 ， 但 是 当 ax 等 于 12 的 时 
候 又 归 堆 了。 因为 这 是 以 12 为 模 的 运算 也 就 是 说 取 除 以 12 的 余 
数 ， 所 以 也 是 很 自然 的 。 

3 这 行 也 一 样 。0, 3, 6， 直 到 9， 当 a xb 等 于 12 的 时 候 又 归 零 。 


咽 ...... 同 余 式 





aqaxC=bxC (mod12) 
用 运算 加 可 以 与 成 下 面 这 样 。 

a 的 C=b 鸭 C 
因为 加 里 已 经 包含 了 mod 的 计算 ， 所 以 不 与 =， 与 成 = 了 就 可 以 。 
中 ..……. 那 么 接 下 来 吏 要 思考 加 的 逆 运 算 了 吗 。 

不 ， 不 对 ， 捅 钞 了 。 


与 其 综合 考虑 在 集合 多 122& = 40,1,2,… ,1 中 国 的 道 运算 ， 不 是 应 该 先 
考 志 C 的 逆 郊 四? 假设 C 的 道 元 为 C， C' 台 满 足 


C 的 C'=1 
如 果 集 合 2122 内 存在 这 样 的 数字 C'"， 就 应 该 能 进行 “除法 运算 ?。 因 为 


d 四 C=b 四 CGC 


的 两 按 同 时 乘 以 C'， 丈 存在 以 下 等 式 。 


(a 园 〇 ) 园 C'= (加 @) 园 C 
因为 2122 关于 因 满 足 结合 律 ， 所 以 上 面 的 式 子 可 以 写成 下 面 这 样 。 
a 轩 (C 轩 C]) =b 轩 (C 因 C]) 
因为 C 加 C'=1， 所 以 
a 鸭 1=b 鸭 1 
运用 运算 加 的 定义 ， 可 以 写成 以 下 这 样 。 


(a x 1) mod 12=(b x 1) mod 12 


a mod 12 = b mod 12 
由 些 ， 以 下 式 子 成 并 。 
aq=b (mod 12) 


也 就 是 说 ， 如 果 对 于 C 存在 逆 元 C'"， 那 么 就 可 以 在 同 余 式 的 两 边 同 时 
除 以 C 不 是 吗 ? 

咽 咽 ， 总 而 言 之 ， 除 以 C 和 乘 以 它 的 倒数 鼠 是 一 回 事 。 这 样 就 不 是 普 

通 的 除法 运算 ， 而 是 考虑 到 mod 的 除法 运算 了 。 从 这 个 角度 来 说 ， 把 C 
的 道 元 写成 C”， 可 能 不 如 象征 性 地 写成 去 或 者 C-1 比较 好 。 

来 找 C 的 道 元 存在 的 条 件 吧 。 从 Z/12Z 里 找 出 满足 C 因 C'= 1 的 数字 就 
行 。 怎 么 找 好 呢 ..….. 啊 ， 这 样 啊 ! 很 简单 ， 用 运算 表 就 行 了 ! 只 要 找 出 
表 中 含有 1 的 行 就 可 以 。 哈 哈 ， 所 以 米尔 嘉 才 让 泰 打 拉 写 运算 表 的 


那么 ， 我 们 把 运算 表 中 工 的 地 方 男 上 圆圈 。 


四 0 1 234 56 78910 1 
0l0 0 000 00 000 0 0 
31I0 mm 234 56 78910 1 
2|0 2 468100 246 8 10 
3|0 3 690 36 903 6 9 
4|0 4 804 80 480 4 8 
-5|0 51038D61149 2 7 
6|0 6 060 60 606 0 6 
37|10 7 294116D8310 5 
380 8 408 40 840 8 4 
9|0 9 630 96 309 6 3 
10|0 10 864 201086 4 2 
311|l0 11 10 98 76 543 20 
呈 ? 没 想 到 这 么 少 。 和 存在 他 元 的 只 有 1, 5, 7, 11 这 四 个 吗 .… 


1, 5, 7, 11 ? 
1, 5, 7, 11 不 是 之 前 在 时 钟 巡 回 里 第 见 的 “与 12 互 质 的 数字 ” 吗 ? ! 
ee 只 要 是 跟 模 





互 质 的 数字 ， 吏 可 以 进行 除法 运算 ..……. 束 是 这 么 回 事 吧 ? 
es 米尔 对 在 学 校 出 的 例子 真有 意思 啊 ! 15 和 75 以 12 为 模 
同 余 。 

15 三 75 (mod 12) Lt TO 


(15 二 5) 三 (75 二 5) (mod 12】) ”两 边 同时 除 以 5, 仍然 同 余 
(15 二 3) 半 (75 二 3) (mod12) ”两 边 同时 除 以 3， 同 余 不 成 立 


不 出 所 料 。 除 以 跟 12 互 质 的 5， 结 果 仍 然 同 余 。 然 而 除 以 跟 12 不 互 质 
的 3， 同 余 束 不 成 立 了 。 


7.3.3 ”证明 
我 试看 写 下 刚刚 根据 运算 表 得 到 的 猜想 


猜想 ， 同 余 式 中 ， 用 与 模 互 质 的 数字 可 以 进行 除法 运算 。 也 残 是 
说 ， 当 以 下 却 子 成 立时 ， 


axC=bxC (modm) 
若 C 与 m 互 质 ( 即 Cm)， 则 以 下 式 子 成 并。 
a=b (modm) 

好 的 ， 试 着 证 明 这 个 猜想 吧 。 因 为 可 以 写 出 2 122 的 具体 运算 表 ， 所 以 
可 以 检验 。 但 通常 情况 下 ，2/m& 包含 无 数 个 元 素 ， 写 不 出 具体 的 运算 
表 ， 所 以 必须 严谨 地 证 明 。 
从 这 里 出 友 ，。 

axC=bxC (modm) 
这 个 式 子 可 以 变形 成 以 下 这 种 形式 。 

aqaxC-bxC=0 (modm) 

左边 提出 C， 得 到 以 下 式 子 。 

(a-b)xC=0 (modm) 


以 六 为 模 ，(a -b) xC 与 0 同 余 ， 说 明 (a-b)xC 是 m 的 们 数 。 也 就 是 
说 ， 存 在 某 个 整数 J， 使 得 以 下 等 式 成 立 。 


(a-b)xC=Jxm 
这 样 一 来 ， 所 有 字母 者 是 整数 ， 且 两 边 都 变 成 了 积 的 形 陈 。 
我 想 推导 的 是 ， 存 在 菏 个 整数 天， 使 得 以 下 等 式 成 立 。 
axb=Kxm 


a a -b 是 m 的 倍数 ， 则 a-b=0 (modm)， 也 就 意味 着 下 式 是 成 
立 的 。 


aq=b (modm) 
义 因 为 
(a-b)xC=Jxm 


所 以 (a -b) xC 是 m 的 倍数 。 如 果 C 和 m 互 质 则 a-b 含 有 m 所 有 的 
质 因数 。 


换言之 ，a -b 是 m 的 倍数 ， 所 以 可 以 写成 a-b=Kxm 这 种 形式 。 
曙 ， 在 这 里 “ 互 质 指 的 是 没有 共同 的 质 因数 ” 义 派 上 用 场 了 。 
解答 7-1 《 同 余 式 和 除法 运算 ) 
假设 a, b, C, m 为 整数 。 
当 C 与 m 互 质 时 ， 以 下 式 子 成 并。 
XCEbxC (mod wm) 
少 则 


a 三 b (mod m) 


7.4 和 群 ' 坏 ' 域 
7.4.1” 既 约 剩余 类 和 群 
第 二 天 放学 后 ， 我 跟 米 尔 副 在 教室 里 谈论 昨天 研究 的 成 果 。 


“我 是 这 么 解 的 。 总 之 一 句 话 ， 同 余 去 两边 可 以 同时 除 以 跟 模 互 质 
的 整数 。” 我 说 。 


“证 明 出 来 的 吗 ,….…* 米 尔 喜 回 答 道 ，“ 这 个 嘛 ， 除 了 漏 掉 了 ' 证 明 2/m2 
是 售 满 足 结 合 律 :和 没 考 察 ' 逊 :以 外 ， 还 是 可 以 的 。” 
“我 感 寓 . pe 那个 rs ” 尼 示 拉 支 支吾 如 的 ， 跟 平 吊 不 大 一 样 ， “怎么 说 
了 呢 ， 应 该 次 觉得 有 点 不 甘心 吧 。 我 炎 找 到 在 同 余 陈 中 进行 除法 运 复 的 条 
件 ， 束 是 说 没 能 解决 问题 。 这 本 喘 挺 遗憾 的 ， 但 也 不 是 因为 这 个 而 不 甘 
心 ...... & 
蒜 东 拉 摆 和 弄 着 笔记 本 ， 在 脑海 中 找寻 看 恰当 的 词句 。 
要 是 因为 一 点 都 不 明 日 而 没 能 解 开 也 球 得 了 。 呵 ， 我 是 因为 
人 不知 拓 oo 才 没 能 解 开 问题 的 啊 ! ， 这 样 我 也 能 接受 。 但 是 这 次 我 
牢 牢 地 掌握 看 所 有 的 工具 呢 。 

。 余数 和 mod 

。 同 余 式 


。 和 群 〈 运 算 、 单 位 元 、 结 合 律 、 逆 元 ) 





。 互 质 


要 是 把 这 些 一 个 个 全 来 问 我 "这 是 什么 ? :我 肯定 答 得 出 来 。 可 是 ， 残 算 
这 样 ， 我 还 是 没 能 解 开 问题 。 关 于 求 能 进行 除法 运算 的 条 件 这 个 问题 ， 
米尔 又 学 姐 己 经 给 了 我 握 示 ， 让 我 写 滋 法 运算 的 运算 表 上 ， 但 是 我 还 是 
没 能 抓紧 “除法 运算 是 乘法 运算 的 逆 运 算 ' 的 台 义 。 我 知道 ， 分 数 的 除法 


运算 只 需要 与 出 倒数 做 乘法 运算 驶 可 以 了 ， 但 是 一 牵扯 到 mod 的 运 

算 ， 各 微 换 了 个 形式 ， 我 就 没 略 了 。 作 为 能 进行 除法 运算 的 条 件 ， 存 在 
看 相当 于 倒数 的 元 对 闭 元 。 我 没 想 到 要 去 研究 这 个 条 件 。 明 明 找 
一 下 运算 表 中 含有 工 的 行 ， 束 能 马上 有 到 现 逆 元 了 .…… 要 是 全 到 1, 5, 7， 
11， 襄 不定 我 也 能 及 现 互 质 的 .2 


泰 末 拉 人 微微 低下 兴 ， 义 用 力 地 摇 了 摇头 。 

我 们 一 言 不 及 ， 只 是 默默 地 听 关 。 

“为 什么 ? 到 展 为 什么 呢 ? 为 什么 我 没 能 解 开 问题 呢 ? 为 什么 我 没 能 注 
意 到 重点 呢 ? 是 习惯 ..…... 了 吗 ? 我 一 卫 以 为 我 的 特长 束 在 于 ， 不 官 化 多 
少时 间 都 会 努力 攻 殉 难题 。 这 次 我 也 写 了 运算 表 ， 认 真 地 写 了 ， 但 是 也 
就 这 样 而 已 ， 我 没 能 想到 “要 去 找 1?。 我 还 想 把 数学 读 得 更 透 、 更 透 、 
时 

放 在 笔记 本 上 的 双手 死 死 地 崇 握 在 一 起 。 

“ 泰 未 拉 .…...” 我 插 了 人 句 跨 ， 扫 了 了 一眼 米尔 肥 。 

米尔 肿 也 看 看 我 ， 人 微 短 点 了 所 头 。 

“ 泰 示 拉 ， 数 学 的 问题 能 解 开 束 古 能 解 开 ， 解 不 开 束 古 解 不 开 。 有 时 候 
一 卫 认 为 很 难 的 问题 可 能 无 意 中 束 解 开 了 ， 一 二 认为 很 傈 里 的 问题 可 能 
人 很 奇怪 束 解 不 开 。 你 看 ， 你 不 也 把 我 党 得 很 难 的 ‘五 个 格 后’ 的 问题 解 开 
村 吗 ? 你 也 很 棒 地 运用 了 铝 斋 原理 呀 。 这 次 的 问题 也 是 这 样 哦 。 你 把 问 
题 理 解 得 很 清和 茎 ， 解 答 也 理解 得 很 到 位 ， 还 很 好 地 整理 了 重点 。 这 些 都 
不 是 日 费 的 。 来 来 ， 抬 起 头 来 ， 活 力 少 文 ! 你 平 第 可 不 是 这 样 的 哦 ! ” 
泰 赤 拉 慢 慢 地 反 起 尖 ， 一 上 脸 尴 罚 。 

“我 及 了 奇怪 的 年 至 ， 对 不 起 。” 

她 低下 头 道 狼 。 

我 料 看 眼看 了 看 钞 尔 别 ， 米 尔 嚼 淡泊 地 说 道 :“ 要 是 因为 没 能 解 开 问题 
怠 矢 落 的 话 ， 束 没完 疫 了 了 。 而 且 吏 算是 解 开 了 问题 的 育 鹰 王子， 我 也 
人 很 怀疑 ， 他 把 运算 表 读 到 了 什么 份 儿 上 。” 





“次 ? 特 么 回 事 ? ” 没 想 到 予 尖 夺 然 指 问 了 我 。 
米尔 天 像 国史 一 梓 挥 动 看 食指 ， 没 挫 理 我 融 继 续 往 下 说 者 :“ 举 个 例 于 





‘集合 Z/12Z 关于 加 不 构成 群 ， 


你 注意 到 了 吗 ? ” 

有 

这 样 啊 ， 我 求 的 是 有 逆 元 这 个 条 件 。 Se ee 
着 元 的 元 素 和 没有 逆 元 的 元 素 2 也 就 是 说 这 个 集合 不 是 群 。 如 果 是 
群 ， 所 有 的 元 素 都 应 该 有 送 元 。 这 么 说 来 ， 这 是 再 当然 不 过 的 。 我 居然 
到 现在 才 及 现 ..……. 


“| 肾 人 你 这 入 吃惊 》 说 明 你 也 没 意 局 1 内 只 到 | 


集合 {1, 5, 7, 11} 构成 群 ; 


对 吧 。” 
“ 啊 ! “我 又 吃 了 一 惊 

跟 12 互 质 的 整数 集合 {1, 5, 7, 11} 构成 群 ? 米尔 嘉 说 出 “构成 群 * 的 一 瞬 
间 ， 我 就 感觉 到 这 个 集合 被 赋予 了 结构 ， 感 觉 集合 的 元 素 一 下 子 细 紧 了 
似 的 。 

“的 确 ， 的 确 ， 的 确 能 构成 群 啊 ! ”我 感叹 首 


“你 次 了 三 次 "的确 :， 质 数 。? 米 尔 电 模仿 我 的 口吻 说 起 


“是 基于 什么 运算 的 群 呢 ? ” 花 永 拉 问 道 


“ 泰 条 拉 .……. 问 得 好 。 一 听 到 群 ， 就 自然 而 然 地 要 问 * 是 什么 样 的 集 
合 ? “是 什么 样 的 运算 ? ,这 是 掌握 群 的 定义 的 标志 。” 


“ 咽 嘿 :> 
“ 泰 打 拉 ， 来 这 边 。” 米 尔 器 招手 。 


“来 了 了， 哎呀 ! 不 不 不 不 不 用 了 ! ” 秦 示 拉 红 看 脸 摊 春 两 手 ， 看 来 是 从 经 
验 汲取 教训 了 啊 。 


“集合 {1, 5, 7, 11} 天 于 运算 加 构成 群 。 也 束 是 说 ， 在 求 一 般 的 积 之 后 ， 
再 求 以 12 为 模 的 余 项 。 束 是 这 么 个 运算 ， 运 算 表 如 下 。” 





加 | 1 5 7 11 
1|1 5 7 
全 |. 车 .宇和 字 
7|711 1 5 
11|11 7 5 1 


原 来 如 此 a "我 在 脑海 中 检验 了 一 遍 群 的 公理 。 集 合 {1, 5, 7, 11} 关 
于 加 是 财 集 ， 单 位 元 不 用 说 ， 是 1。 各 个 元 素 都 有 逆 元 “ 道 元 就 是 元 素 
本身 ) ， 结 合 律 也 OK， 确实 构成 群 ee 


集合 2 122 的 元 素 中 ， 存 在 有 逆 元 的 和 没有 逆 元 的 元 素 。 也 有 像 {1, 5， 
ES 
日 汉 有 和 意 心 


“这 个 群 称 为 既 约 剩余 类 群 。 对 于 集合 Z/122 的 既 约 剩余 类 群 ， 数 学 公 
式 就 写作 (2/12Z2)*。>” 


“米尔 嘉 学 姐 ! 这 个 群 是 阿 贝尔 群 对 吧 ! ” 

“为 什么 这 么 想 ? ” 

“因为 这 个 运算 表 关 于 对 角 线 轴 对 称 ， 就 是 说 满足 交换 律 啊 ! ” 
“ 没 错 。 泰 条 拉 ， 你 这 不 是 好 好 看 了 运算 表 吗 。 


米尔 嘉 的 这 人 句 话 让 泰和 朱 拉 一 脸 高 兴 地 人 微微 笑 了 。 

7.4.2 ”由 和 群 到 环 

接 下 来 ， 我 们 来 说 环 。 

对 群 而 言 ， 集 合 中 只 能 定义 一 种 运算 。 

对 环 而 言 ， 可 以 在 集合 中 定义 两 种 运算 。 跟 群 一 样 ， 这 个 运算 是 什么 都 
没关系 。 有 关系 的 只 有 一 个 条 件 ， 运 算是 否 满足 “ 环 的 公理 ”。 

我 们 下 面 用 + 和 x 来 表示 两 种 运算 的 符号 。 因 为 这 两 个 符号 常用 ， 我 们 
己 经 看 习惯 了 。 然 后 我 们 将 这 两 种 运算 称 为 加 法 运算 及 乘法 运算 ， 也 有 
直接 称 为 加 法 和 乘法 的 情况 。 

在 这 里 别 志 了， 这 两 种 运算 表示 的 不 仅仅 是 一 般 意 义 上 的 加 法 运算 和 乘 
法 运算 。 不 管 任何 时 候 ， 只 要 有 和 需要， 都 应 该 回头 确认 一 下 环 的 公理 ， 
这 是 非常 重要 的 。 

在 这 里 ， 束 出 现 了 泰和 朱 拉 说 的 ‘不 拘 小 节 地 同等 看 街 "。 这 里 说 的 加 法 运 
算 不 一 定 是 我 们 平 第 说 的 加 法 运算 ， 我 们 只 是 把 茶 个 运算 称 为 加 法 运 

算 ， 使 用 符号 + 来 表示 ， 同 理 ， 这 里 的 乘法 运算 也 不 一 定 是 我 们 平 第 概 
念 中 的 乘法 运算 ， 只 是 把 茶 个 运算 称 为 乘法 运算 ， 使 用 符号 x 来 表示 。 
我 们 更 进一步 ， 把 这 个 “加 法 运算 ”的 单位 元 称 为 0, “乘法 运算 ”的 单位 
元 称 为 1。0 不 是 我 们 平 利 数 字 概 念 中 的 0， 只 征 把 它 称 为 0 而 已 ， 同 

理 ，1 也 不 是 我 们 平 钊 数字 概念 中 的 1， 只 是 称 为 1 而 已 。 

这 束 好 比 数学 中 的 “比喻 ”。 明 白 了 吧 。 


在 讲述 环 的 公理 之 前 ， 我 元 介绍 一 下 “分 配 律 ?。 我 们 知道 数字 世界 的 分 
配 律 。 环 的 世界 的 分 配 律 基 本 上 也 是 同样 的 形 陈 。 


分 配 律 是 连接 两 种 运算 的 法 则 。 因 为 出 现 了 两 种 运算 ， 所 以 涉及 群 时 束 
不 会 出 现 分 配 律 的 问题 。 


(a+b)xc=(axc)+(bxo) 
看 ， 这 就 是 环 的 公理 。 
环 的 定义 〈 环 的 公理 ) 
我 们 将 满足 以 下 公理 的 集合 称 为 环 。 
。 关于 运算 +《〈 加 法 ) 一 一 
。 闭 集 
o 存在 单位 元 〈 称 为 0) 
o 所 有 元 素 都 满足 结合 律 
o 所 有 元 素 都 满足 交换 律 
o 所 有 元 素 都 存在 与 其 对 应 的 逆 元 
。 关于 运算 x (来 法 ) 一 一 
。 闭 集 
。 存在 单位 元 〈 称 为 1) 
。 所 有 元 素 都 满足 结合 律 
。 所 有 元 素 都 满足 交换 律 
。 关于 运算 + 和 >x 
。 所 有 元 素 都 满足 分 配 律 
这 里 叙述 的 环 的 定义 ， 严 说 地 说 ， 是 被 称 为 ' 存 在 乘法 单位 元 的 交换 
环 :。 根 据 数学 书 的 不 同 ， 环 的 用 语 也 多 少 会 有 些 变动 。 不 过 一 般 每 本 
书 中 都 会 写 出 定义 ， 所 以 没什么 大 碍 。 
那么 ， 我 来 出 个 环 的 题 。 





O O OO 
“我 来 出 个 环 的 题 。? 米 尔 寻 对 磁 永 拉 说 。 


“ 环 是 天 于 加 法 的 阿 册 尔 群 吗 ? ” 


“ 误 ? 什么 意思 啊 ? ” 

“不 明白 是 吗 ? 环 包含 两 种 运算 ， 我 们 分 别称 这 两 种 运算 为 加 法 和 乘 
法 。 我 们 在 这 里 只 关注 加 法 ， 我 问 的 是 ， 环 关于 加 法 运算 能 构成 阿 贝 尔 
群 吗 ? 泰 条 拉 你 该 不 会 不 知道 怎么 判定 是 不 是 阿 贝 尔 群 吧 ? ” 

“上 阿 ! 我 知道 了 。 只 要 比较 公理 束 行 了 。 稍 等 一 下 ， 我 想 想 阿 贝尔 群 的 
公理 。 阿 贝尔 群 指 的 是 在 集合 中 ， 关 于 运算 是 闭 集 ...... 还 有 还 有 ， 有 单 
位 元 ， 对 于 任何 元 素 都 满足 结合 律 ， 对 于 任何 元 素 都 满足 交换 律 ...... 还 
有 ， 对 对 ， 对 于 任何 元 系 都 存在 逆 元 。 再 读 一 下 环 的 公理 束 ..….... 对 对 ， 
的 确 满足 阿 贝 尔 群 的 公理 。 所 以 ' 环 关于 加 法 构成 阿 贝尔 群 :?。?” 


“好 ， 这 次 我 们 抛 开 加 法 ， 只 关 广 滋 法 。” 


“ 环 大 于 乘法 构成 阿 贝尔 群 吗 ? ” 


“ 虽 ， 当 然 构 成 了 。” 

IM A 

“因为 环 关于 加 法 构成 阿 贝 尔 群 ， 所 以 天 于 乘法 也 ..…...” 
“你 确认 环 的 公理 了 没 ? ” 


“为 什么 没有 ? “米尔 嘉 轻 轻 地 襄 了 一 下 桌子 ，“ 眼 前 列 着 一 堆 命 题 ， 为 
什么 不 读 ? 你 不 是 想 ' 把 数学 读 得 更 透 、 更 透 、 更 透 ' 吗 ? ， 


“对 不 起 ， 我 这 就 读 .…… 啊 啊 啊 啊 啊 啊 啊 ! 错 了 ! 错 了 ! 我 太 大 意 了 

环 虽然 定义 有 两 种 运算 ， 但 是 叫 作 “ 乘 法 * 的 运算 却 不 满足 "所 有 元 素 都 存 
在 与 其 对 应 的 道 元 :这 个 公理 1 * 

“ 没 错 。 环 有 加 法 和 乘法 ， 但 公理 却 不 是 对 称 的 。 乘 法 运算 也 不 一 定 要 
有 道 元 ， 也 就 是 说 ， 环 对 于 乘法 运算 本 来 就 不 一 定 是 群 。 因 为 不 一 定 是 
群 ， 所 以 当然 也 不 一 定 是 阿 贝尔 群 。* 米 尔 嘉 说 道 ， 

环 和 群 

环 关于 加 法 是 阿 贝尔 群 

环 关于 乘法 不 一 定 是 阿 贝尔 群 

“为 什么 又 这 么 模棱两可 的 .….…” 索 攻 拉 小 声 地 自 言 自 语 道 

“什么 模棱两可 了 ? ” 

“不 必 非 要 这 样 弄 出 个 不 对 称 的 公理 吧 .….…” 

“ 泰 休 拉 ， 你 现在 已 经 知道 了 具有 代表 性 的 环 ， 这 哪 是 模 杰 两 可 的 环 ， 

它 可 是 创造 出 了 华美 深奥 的 世界 噢 ! "米尔 嘉 说 着 ， 眼 中 闪 着 兴奋 的 光 
芒 。 

“是 怎么 一 回 事 ? " 索 杂 拉 一 脸 疑 惑 

“可 以 进行 加 法 运算 。 因 为 肯定 存在 关于 加 法 的 逆 元 ， 所 以 也 可 以 进行 
减法 运算 ， 乘 法 运算 也 可 以 。 加 法 运算 和 乘法 运算 都 满足 分 配 律 ， 但 是 
关于 乘法 不 一 定 有 逆 元 ， 所 以 不 一 定 可 以 进行 除法 运算 。 这 样 的 集合 你 
应 该 很 熟悉 。 我 就 是 想 说 这 些 。， 


“ 族 ? 不 能 进行 除法 运算 的 集合 ? a 的 倒数 不 能 变 成 :的 意思 吗 ? 我 不 
太 明 白 ..……..” 


< 喔 ..... .还 不 太 明 白 吗 ? 倒是 可 以 变 出 ,但 是 i 要 是 飞 出 集合 范围 外 就 


不 行 了 。 大 前 提 是 ， 对 于 我 们 关注 的 集合 来 说 ， 运 算 为 闭 集 。 集 合 中 没 
有 相当 于 :的 元 素 .….. 你 说 ， 这 是 什么 样 的 集合 ?” 


“ 呵 .... .抱歉 ， 我 不 知道 。” 


“是 整数 集合 。 全 体 整数 集合 关于 加 法 运算 + 和 乘法 运算 x 构成 环 。 
然而 ，Z 中 不 一 定 包含 i (3 满足 整数 a zxz0， 且 为 乘法 运算 的 逆 元 ) 。 
只 有 当 a= +1 的 时 候 ， 首 元 zEZ。 虽 说 不 能 进行 除法 运算 ， 全 体 整 数 

0 RR I 
彩 的 。” 


我 听 痢 米尔 时 和 泰和 东 拉 的 谈话 ， 忽 然 意 识 到 了 什么 。 
“米尔 史 ， 难 不 成 环 是 集合 也 的 抽象 化 表现 ? ” 


“这 个 旷 ， 你 这 么 想 也 没什么 错 。 集 合 互 关于 加 法 + 和 乘法 x 构成 环 。 
我 们 把 这 个 环 称 为 整数 环 。 另 外 ， 用 mod m 考虑 加 法 + 和 乘法 x 的 
话 ， 集 合 2Z/mZ={0,1,2,… ,mn 一直 也 构成 环 .我 们 把 这 个 环 称 为 剩余 
类 环 。 因 为 都 叫 作 环 ， 所 以 可 以 把 五 和 Z/mZ 同等 看 待 。” 


“为 什么 要 叫 作 环 呢 ? 


人 


? 希 尔 伯 特 在 表述 “ 环 "这 个 概念 时 ， 首 次 用 到 了 “Zahlring”( 数 字 的 环 ) 这 个 说 法 。 
“用 英语 要 怎么 说 呢 ? ” 


“ring。” 米 尔 嘉 突然 加 快 了 语 速 ，“ 整 数 环 了 和 剩余 类 环 2 m2 都 满 

尼 ‘ 环 的 公理 '。 但 是 ， 这 两 种 环 大 不 相同 。B 就 像 是 数 轴 上 排列 的 点 ， 

fm 的 点 则 分 布 在 圆 环 上 ， 就 像 是 时 钟 的 表盘 ; 互 是 无 限 集合 ， 刀 mm 
是 有 限 集合 ; 也 具有 无 限 性 ， 刀 /mm2 具有 周期 性 。 两 者 虽然 大 相 径 庭 ， 

却 都 满足 环 的 公理 。 也 束 是 说 ， 只 要 存在 从 坏 的 公理 中 推导 出 的 定理 ， 
这 个 定理 一 定 适用 于 名， 也 同样 适用 于 各 /ms 。 因 为 它们 都 是 : 环 '"。 这 
就 是 抽象 代数 ! ” 


这 样 啊 .………. 我 在 思考 条 个 集合 ， 定 义 运算 的 时 候 ， 只 要 这 个 集合 满足 环 


的 公理 ， 束 能 把 已 经 经 过 数 竺 家 们 证 明 的 环 的 定理 拿 来 用 啊 .….…… 


我 一 瞬间 看 到 了 许多 命题 ， 它 们 如 森林 般 ， 如 星座 般 不 断 扩 张 ， 创 造 了 
一 个 巨大 的 体系 。 我 不 知道 关于 环 的 定理 ， 但 这 些 基 于 环 的 公理 的 诸多 
关于 环 的 定理 ， 一 定 是 数学 家 们 长 年 累 月 筑 造 而 成 的 。 我 深信 是 
数学 家 们 造 束 了 如 此 雄伟 的 建筑 物 。 


7.4.3 ”由 环 到 域 

“因为 环 的 公理 里 没有 写 明 ， 所 以 环 里 不 一 定 存在 天 于 乘法 的 逆 元 ， 也 
就 是 说 环 里 不 一 定 能 进行 除法 运算 。 接 下 来 ， 我 们 思考 一 下 除法 。 假 设 
存在 菜 个 环 ， 这 个 环 里 除 0 以 外 的 所 有 元 素 都 能 进行 除法 运算 ， 我 们 把 
这 个 环 称 为 域 。 

英语 叫 作 field。 我 也 不 知道 为 什么 起 这 个 名 字 。” 


0 ， 首 次 用 到 了 “Kérper”( 域 这 个 说 
5 





泰 示 拉 扩 涉 ， 米 尔 器 突然 压低 了 嗓门 。 


“对 群 而 言 ， 集 合 中 只 能 定义 一 种 运算 。 对 环 而 言 ， 集 合 中 能 定义 两 种 
运算 。 而 对 于 域 ， 集 合 中 .…..” 


i 
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“并 不 是 逐步 增加 运算 的 数量 ， 比 如 说 ， 和 存在 “加 法 ;和 “天 于 加 法 的 闻 
元 " 束 能 进行 减法’ 的 运算 ， 同 理 ， 存 在 ' 弱 法 ' 和 ‘天 于 习 法 的 逆 元 ’ 束 能 
进行 “除法 :的 运算 。 关于 乘法 是 售 存 在 地 元 :是 环 和 域 唯一 的 区 别 。 关 
于 乘法 ..……… 对 环 而 言 ， 可 以 包含 不 存在 对 应 的 地 元 的 元 隶 ， 但 对 域 而 
言 ， 除 0 以 外 的 所 有 元 素 都 必须 存在 与 其 对 应 的 逆 元 。” 

“0 以 外 的 ,.……... 还 带 痢 这 个 条 件 啊 。” 


“ 没 错 ，0 的 道 元 可 以 不 存在 ， 这 就 相当 于 刨 去 了 “除数 为 0 这 个 条 


件 。” 
域 的 定义 〈 域 的 公理 ) 
我 们 将 满足 以 下 公理 的 集合 称 为 域 。 
。 关于 运算 +〈 加 法 ) 一 
o 闭 集 
o 存在 单位 元 〈 称 为 0) 
。 所 有 元 素 都 满足 结合 律 
o 所 有 元 素 都 满足 交换 律 
o 所 有 元 素 都 存在 与 其 对 应 的 逆 元 
。 关于 运算 x 〈 乘 法 ) 一 一 
o 闭 集 
o。 存在 单位 元 《〈 称 为 1) 
。 所 有 元 素 都 满足 结合 律 
。 所 有 元 素 都 满足 交换 律 
o 除 0 以 外 的 所 有 元 系 都 存在 与 其 对 应 的 逆 元 
。 关于 运算 + 和 >x 
。 所 有 元 素 都 满足 分 配 人 竺 
( 域 与 环 的 区 别 在 于 ， 关 于 乘法 是 侣 存在 逆 元 ) 
人 





米尔 器 摊 开 两 竹 众 着 骏 东 拉 。 


藤林 拉 路 里 念 明 看 ， 在 笔记 本 上 与 者 什么 。 过 了 一 会 儿 ， 她 喇 地 举 起 了 
于 。 


“我 想到 了 ...... 比如 说 ， 分 数 5 的 集合 是 ' 域 '" 吗 ? ” 

“aq 和 六 是 什么 ? ?米尔 又 马上 反问 道 

和 是 整数 。 所 以 我 指 的 是 全 体 sr 的 集合 我 认为 这 个 集合 是 
“对 她 的 回答 ， 你 怎么 看 ? ”米尔 嘉 问 我 。 

“有 两 处 个 是 。" 我 窟 过，“ 一 处 是 ， 她 似 于 在 对 记 了 了 分母 可 能 为 0。 条件 必 


须 是 5 以 外 的 整数 。 汰 后 还 有 一 处 不 足 就 是 ， 这 个 集合 已 经 有 名 字 了 ， 它 
是 全 体 有 理 数 的 集合 凶 。” 


“ 啊 ! 是 这 样 呢 。 全 体 有 有 有理数 的 集合 是 ‘ 域 ' 吧 ? ” 


“ 没 错 。 岂 作 有 理 数 域 。 说 起 来 ， 伍 之 十 证 明基 本 义 股 数 的 无 限 性 的 时 
候 ， 我 们 也 利用 了 全 体 有 理 数 的 集合 是 域 这 个 条 件 呢 。 


“ 啊 ， 对 啊 。 征 用 下 线 切断 单位 圆 的 那个 证 明 吧 。? 我 点 头 。 
“在 整数 环 马 中 加 入 一 般 的 除法 吏 征 有 理 数 域名 。? 炒 尔 震 继 vy 
道 , “那么 ， 要 是 想 在 剩余 类 环 /m4 中 加 入 一 设 的 除法 ， 该 怎么 办 
呢 ? 这 束 出 现 了 下 一 个 问题 。” 

问题 7-2 ”将 剩余 类 环 变 成 域 ) 


剩余 次 环 


是 域 ， 写 出 模 mm 满足 的 条 件 。 
“能 给 我 点 时 间 吗 ? 我 还 没完 全 掌握 环 和 域 的 定义 ......” 


“你 随意 。” 


我 也 在 想 。 已 经 给 出 很 多 提示 了， 大 概 能 独到 是 上 起 么 回 事 了 。 我 在 笔记 
本 上 与 了 几 个 剩余 基 环 的 运算 表 ， 开 始 思 索 。 


“ 难 不 成 ， 是 这 个 条 件 吗 ? ” 

泰和 东 拉 月 月 缩 缩 地 开口 。 

“ 咽 ? 什么 条 件 ? ?米尔 天 问 道 。 

“ 柑 m 的 条 件 吧 ， 这 个 ， 对 于 任意 整数 .…… 不 对 ， 只 对 于 集合 的 元 系 器 


好 ， 啊 ! 还 要 除去 0...... 咽 ,所 以 m-1 个 整数 里 1,2,...,m-1 中 的 每 
个 数字 只 要 与 柑 m 互 质 ， 人 有 2 束 能 变 成 域 .….. 我 认为 。” 


“因为 那个 ， 在 同 余 式 里 考虑 除法 运算 的 条 件 的 时 候 ， 能 进行 除法 运算 
的 只 有 与 柑 互 质 的 数 子 。 所 以 ， 我 才 .….….” 


“ 泰 示 拉 ， 这 个 事 儿 吧 ...... 唔 ! ” 

“沉默 是 金 ! ”米尔 矣 拿手 后 住 了 我 的 跨 ， 不 让 我 评价 。 
《好 各 上 暖 ) 

米尔 姑 束 这 么 播 大 我 的 路 ， 像 唱歌 一 样 说 着 : 


“ 双 汞 拉 ， 泰 栗 拉 ， 豆 欢 词语 的 泰和 东 拉 ， 


整数 A .…,m-1, 与 模 m， Ts 


你 的 心 ， 没 有 因 这 个 想法 雀跃 吗 ? ” 


“ 认 ? 这 ， 这 个 ...... 1 和 m 互 质 ，2 和 m 互 质 ，3 和 m 互 质 ,4 和 m 


就 在 这 时 ， 徐 和 朱 拉 突然 不 说 话 了 。 


过 了 三 秒 。 


她 慢 慢 瞪 大 了 眼睛 。 
慢 慢 张 开 了 嘴 。 
两 手 慢 慢 措 住 了 嘴 。 


“这 是 .….. 质 数 ?! ” 


“ 没 错 。? 米 尔 嘉 点 头 。 
“了 唔 嚼 。*" 我 也 点 头 。 现 在 该 把 手 放 开 了 吧 ? 


“就 是 说 ，m 是 质数 对 吧 。 咽 ， 这 个 .….. 也 就 是 说 ，m 是 质数 的 时 候 ， 
剩余 类 环 Z/mZ 是 域 ! ” 


“就 是 这 样 。m 是 质数 的 时 候 ， 关 于 乘法 ， 剩 余 类 环 2 m2 除了 0 以 外 
的 所 有 元 素 部 有 与 其 对 应 的 逆 元 ， 也 束 古 域 。 也 可 以 及 过 来 说 ， 和 刹 余 关 
环 2 m2 为 域 的 时 候 ，mm 是 质数 。 虽 然 也 有 m= 1 这 种 特殊 情况 。” 


泰 示 拉 了 眼眶 湿润 了 。 


“为 什么 ， 为 什么 我 会 这 么 感动 呢 。 突 然 在 这 种 地 方 出 现 了 质数 ! 环 的 
公理 和 域 的 公理 里 面 ， 根 本 丈 没 有 所 人 到 过 质数 。 然 而 由 剩余 天 环 创 迄 域 
的 时 候 ， 元 系数 字 是 质数 这 个 条 件 在 这 里 居然 会 起 到 作用 ， 真 是 不 可 思 
jX! 39 


米尔 如 终于 把 手 从 我 的 中 上 拿 开 了 。 呼 .…… 
“ 假 议 p 为 质数 ， 将 剩余 类 环 Z/PZ 看 作 是 域 ， 这 时 可 将 其 称 为 有 限 域 


KF, = 6 /pe 
如 朱 把 像 时 钟 一 样 许 苇 的 剩余 闪 环 看 作 整 数 的 敏 缩 模 型 ， 那 么 用 质数 p 
构造 出 的 有 限 域 2 也 可 以 说 是 有 理 数 的 微缩 模型 吧 。 从 时 钟 到 mod， 
然后 是 群 - 环 - 域 ) 风 啊 。， 
米尔 对 乃 厅 一 脸 请 和 足 地 总 结 道 
解答 7-2 《将 剩余 类 环 变 成 域 ) 
模 m 是 质数 时 ， 剩 余 类 环 多 普 2 为 域 。 








7.5 ”以 发 型 为 模 

“我 们 说 着 说 着 就 说 了 这 么 多 。” 

周末 ， 我 在 自己 家 里 把 余 项 、 同 余 、 还 有 和 群 、 环 、 域 讲 给 尤 里 听 。 
“总 觉得 好 神奇 啊 .…..” 尤 里 大 大 地 叹 了 一 口气 ，“ 哥 哥 你 们 经 常 三 个 人 
待 在 图 书 室 吧 ， 能 跟 米 尔 亮 和 泰 人 杂 拉 一 起 讨论 这 些 ， 人 家 好 羡慕 啊 ， 讨 
J 4 

“你 能 理解 我 说 的 同 余 ?” 

“| 恩 ， 如 哥 你 讲 得 很 容易 理解 啊 。 总 之 就 是 用 余数 能 进行 加 法 和 减法 运 
算 对 吧 ， 还 包括 乘法 运算 。 只 要 满足 互 质 这 个 条 件 ， 还 能 做 除法 运算 。 
司 等 看 待 那 一 块 儿 也 很 有 意思 。 无 视差 异同 等 看 待 .…... 然 后 直到 有 限 域 
F, 那里 。 我 说 哥哥 ! 之 前 你 说 过 的 那个 ' 折 又 无 限 ?"， 指 的 不 就 是 同 祭 
I ...... ” 


既 可 以 将 无 限时 光 折 登 ， 放 入 信封 。 


也 可 以 将 无 限 宇宙 尽 收 和 车 心 ， 令 其 高 联 。 


“确实 ， 使 用 同 余 束 能 把 无 限 的 事物 化 为 有 限 呢 。? 我 说 。 

整数 环 Z 和 剩余 类 环 Z/m2， 有 理 数 域 久 和 有 限 域 29..…….… 

“是 皮 ......” 尤 里 说 看 表 悄 认真 了 起 来 ， 授 弄 看 马尾 办 不 知 在 想 些 什么 。 
“ 啊 ， 对 了 ， 你 给 我 的 建议 铂 上 用 场 了 。? 我 说 。 

“什么 建议 来 着 ? 

“对 女生 来 说 ，* 很 配 你 哦 ' 这 句 话 是 多 么 的 重要 。” 


“ 训 ? ! 你 真 的 说 了 这 人 句 话 ? 对 谁 说 的 ? ” 


“对 泰 杂 拉 .….. 她 把 头发 剪 短 了 。 我 一 对 她 说 完 很 配 你 哦 "， 她 马上 就 高 
兴 得 一 塌 糊 涂 .….…” 


“可 可! 这 人 句 话 怎么 能 随便 拿 去 说 啊 ! 唉 ， 我 条 死 了 。 疫 想到 你 真 的 会 
拿 去 说 ee 话 讽 泰 赤 拉 换 了 友 型 吗 ? ” 


“上 照 ， 说 是 把 最 近 长 长 的 部 分 斑 掉 了 。” 

“最 近 ? 泰 条 拉 束 这 点 ‘不 同 *? ” 

“什么 啊 ? ” 

“ 妈 生 ws 展 复 订 的 1 

We 

“以 发 型 为 模 ， 过 去 的 泰 朱 拉 和 现在 的 泰 条 拉 同 余 噶 ? ” 


我 有 时 候 在 想 ， 

学 习 和 研究 到 底 有 何不 同 呢 ? 

数学 课 上 ， 只 要 读 读 教科 书 上 写 着 的 内 容 ， 然 后 记 住 公式 ， 
再 用 记 住 的 公式 解 开 问 题 ， 对 一 下 管 案 束 结束 了 。 

然而 我 认为 ， 研 究 是 去 探求 “未 知 的 答案 ”， 

是 回答 案 远 近 的 一 个 过 程 。 

因为 不 知 着 答案 才 会 有 趣 。 

从 自己 找寻 、 发 现 答案 的 过 程 中 ， 

才能 感受 到 研究 的 魅力 所 在 。 


山本 裕 子 外 





第 8 和 章 无 务 递 降 法 
不 ， 是 用 来 考证 的 。 
我 们 的 观点 分 析 ， 这 一 带 的 地 盘 既 厚 又 坚固 ， 
有 很 多 证 据 可 以 证 明 是 大 约 一 百 二 十 万 年 前 形成 的 。 
但 我 们 还 想 从 其 他 角度 来 分 析 ， 
研究 和 探索 这 里 以 前 是 否 完 葛 是 这 样 的 地 层 ? 
还 是 原来 这 里 只 有 风 和 水 ? 或 者 是 无 边 的 天 空 ? 
一 一 宫 泽 贤 治 《 银 河 铁道 之 夜 》 


8.1 费 马 大 定理 
“哥哥 ， 我 问 个 问题 可 以 吗 ?” 尤 里 说 十 。 
“可 以 啊 。" 我 把 目光 从 笔记 本 上 移 开 ， 抬 头 看 癌 她 。 
11 月 的 茶 个 周 六 下 午 ， 尤 里 又 如 往 弟 一 样 来 了 我 家 。 我 们 吧 了 手 抓 网 
人 
“有 费 马 大 定理 这 么 个 东西 吧 ? 哥哥 。” 
器 
过 本 类 是 是 
当 n>3 时 ， 以 下 方程 式 不 存在 自然 数 解 。 


T yn 一 1 


EH 


“为 什么 费 马 大 定理 这 么 有 名 啊 ? ” 
“这 个 呆 .……. 我 认为 主要 原因 有 三 个 。?” 我 说 。 

。 问题 本 映 谁 都 能 理解 。 

。 费 马 曾 写 道 : “我 确信 已 发 现 了 一 种 美妙 的 证 法 ”。 

。 即便 如 此 ， 其 后 350 多 年 却 没 有 人 能 证 明 它 。 

“除了 专业 的 数学 家 以 外 ， 是 没 人 能 理解 那些 数学 界 最 尖端 的 问题 的 。 
列 说 解答 问题 了 ， 连 问题 的 含义 部 没 法 理解 。 但 费 马 大 定理 不 同 ， 谁 都 
能 理解 问题 的 含义 ， 但 是 却 连 数学 家 都 解 不 开 它 。” 

“ 咽 ， 昌 然 人 家 很 案 ， 不 过 人 家 也 明日 费 马 大 定理 的 含义 。” 


“都 说 尤 里 你 不 村 了 。 加 马 在 数学 书 的 至 白 处 留 下 的 笔记 征 种 瞳 
5 





我 确信 已 友 现 了 一 种 美妙 的 证 法 ， 

可 惜 这 里 空白 的 地 方太 小 ， 写 个 下 。 

“这 不 是 证 明 不 了 还 跨 便 的 表现 吗 ? ” 

“人 们 一 般 部 会 这 么 想 。 不 过 费 马 可 是 17 世纪 项 从 的 数学 家 啊 。” 


人 
给 我 看 。 


“ 那 是 因为 费 马 并 没有 把 数学 家 作为 职业 。 在 他 生活 的 年 代 ， 专 业 的 数 
学 家 很 少 。 费 马 是 一 名 律师 ， 出 于 个 人 兴趣 ， 利 用 闲暇 时 间 研 究 数学 。 
不 过 ， 这 本 书 中 把 研究 出 当时 最 先进 的 数学 的 人 称 为 "业余 人 士 :， 会 引 
人 误会 的 ..……. 费 马 在 数学 书 的 空白 处 写 下 了 好 些 问 题 ， 没 想到 这 些 问 题 
成 了 ‘超越 时 空 的 题 集 ;。 后 世 的 数学 家 们 虽然 渐渐 解 开 了 费 马 遗留 的 问 
题 ， 但 还 剩 下 一 个 问题 ， 谁 都 没 能 把 它 解 开 。” 


“ 那 就 是 费 马 大 定理 ' 吗 ? ” 
es 
“因为 留 到 了 最 后 ， 所 以 又 叫 最 后 定理 1。 游 戏 关 底 最 后 的 大 魔王 啊 。” 


! 费 马 大 定理 又 称 为 “ 费 马 最 后 定理 *"。 一 一 译 者 注 





“ 费 马 于 1637 年 左右 留 下 这 个 问题 ， 而 怀 尔 斯 于 1994 年 才 提交 论文 证 
明了 它 。 经 过 怀 尔 斯 的 证 明 ， 费 马 大 定理 才 真 正成 为 了 定理 。” 


“成 为 了 定理 是 起 么 回 事 ? ” 


“不 能 被 证 明 ， 就 无 法 称 之 为 定理 。 虽然 费 马 主张 ‘ 当 n>3 时 ， 

"一 y" = ?没有 自然 数 解 "， 但 却 没 留 下 证 明 过 程 。 数 学 领域 的 主张 ， 
也 就 是 我 们 所 说 的 命题 ， 未 经 证 明 的 话 只 不 过 是 猜想 而 已 。 在 ' 费 马 大 
定理 ,得 到 证 明 以 前 ， 应 该 称 它 为 费 马 的 猜想 , 才 对 。， 


“ 曝 .……… 这 样 啊 。 哥 哥 ， 我 还 有 个 问题 。 这 里 列 出 了 纲 马 大 定理 的 证 明 
加 回 表 : 沁 里 番 并 有 


“ 费 马 大 定理 的 证 朋 时 间 表 


1640 年 FLT(4) 由 费 马 证 明 

We FT 由 欧 拉 证 明 

1825 年 | 由 狱 利 元 雷 和 勒 让 德 证 明 
1 FLT(14) 由 狱 利 克 雷 证明 

i FL 由 拉 梅 证 明 


“这 里 写 的 FLT(3) 和 FLT(4) 是 什么 ? ” 


“FLT 是 Fermat's Last Theorem 〈 避 马 大 定理 ) 的 首 字 母 略 称 。 惕 马 的 方 
程式 中 出 现 了 n 这 个 变量 对 吧 。” 


于 


T" 站 yy 二 2 
“| 四 。 399 
“ 费 马 大 定理 指 的 是 ， 在 
7 = .4.5.0,.7,..:. 
中 ， 对 于 任意 n， 剖 不 存在 满足 方程 
T" = 1 = > 


的 一 组 自然 数 (x, 习 。 就 是 这 么 个 定理 。， 
“ 咽 ， 然 后 呢 ?” 
“虽然 费 马 大 定理 涉及 了 所 有 大 于 等 于 3 的 n， 但 FLT(3) 指 的 是 单独 涉 


及 mn=3 这 个 情况 的 俞 题 。 也 了 束 是 说 ，FLT(3) 所 指 的 命题 是 “不 存在 满足 
方程 改 + 光 = 用 的 一 组 自然 数 (x, y, 四 。” 


友 十 多 = 六 不 存在 自然 数 解 < 一 FLT(3) 
三 十 久 = 六 不 存在 自然 数 解 < 全 FLT(4) 
ze 十 元 = 加 不 存在 自然 数 解 ”< FLT(5) 
7 十 如 二 zi 不 存在 自然 数 解 < FLT(6) 
Z7 十 297 = zz" 不 存在 自然 数 解 < FLT(7) 


“ 哦 ， 我 知道 了 。 一 一 呈 ? 表 上 忠 了 FLT(6) 啊 ! ” 
“万 里 真 棒 ， 没 有 一 下 带 过 ， 而 是 认真 地 确认 了 内 容 呢 。” 
“ 嘲 呼 .……. 都 说 了 人 家 会 害 着 的 ! ” 

“证 明 FLT(6) 的 是 欧 拉 啊 。” 

“次 ? 但 十 欧 拉 证 明 的 不 定 FLIC3) 吗 ? 

“能 证 明 FLT(3) 也 就 证 明了 FLT(6) 啊 。” 

“ 误 ? 为 什么 啊 ? ” 


“ 那 我 们 来 证 明 如 果 方程 式 :3+ 妆 = 妈 不 存在 自然 数 解 ， 那 么 方程 式 x 
+y5 =z5 也 不 存在 自然 数 解 * 这 个 命题 吧 。” 


“人 家 也 能 明日 这 么 难 有 的 证 明 吗 ? ” 
“能 明白 的 ， 我 们 用 反 证 法 。” 
O O O 


我 们 用 反 证 法 。 作 为 前 提 ， 我 们 假设 已 经 证 明了 “方程 式 之 + 只 = 到 不 
存在 目 然 数 解 ”。 


我 们 要 证 明 的 命题 是 “方程 式 鸡 + 如 = 罗 不 存在 自然 数 解 >。 反 证 法 的 假 


设 融 是 合 定 这 个 命题 。 


反 证 法 的 假设 : “方程 式 xs+y =z6 存 在 自然 数 解 。” 


然后 ， 我 们 将 目 然 数 解 (x, y, z) 和 丛 换 成 (a, b, Cj。 虽然 实际 上 并 不 存在 (a， 
b, c) 这 三 个 数字 ， 但 我 们 要 研究 的 是 ， 如 果 这 三 个 数字 存在 ， 那 么 我 们 
能 推导 出 什么 。 然 后 我 们 就 期 每 找到 矛盾 吧 。 这 就 是 反 证 法 。 
那么 ， 由 (qa, b, c) 的 定义 可 知 ， 下 和 面 等 式 成 并 。 
06 + be=c6 

这 个 等 式 可 以 像 下 面 这 样 变 形 。 

(a2)3 十 (b*) 到 (ce 
要 说 为 什么 ， 因 为 x* = (x3。 要 凌 出 6 次 方 ， 就 用 2 次 方 的 3 次 方 束 可 
以 了 。 这 束 古 指数 运算 法 则 。 搁 下 来 我 们 定义 目 然 数 A, B,C， 如 下 所 
人 外。 


(A, B, C) = (a-，D-，c“) 


这 样 一 来 .…… 
a =e @,b,c 的 定义 
(a + (0) = (ey 指数 运算 法 则 
A+B=0 A, B,C 的 定义 


也 就 是 说 ，(A, B, C) 是 方程 式 妈 + 中 =2 的 自然 数 解 。 
推导 出 的 命题 :“ 方 程式 + 六 = 用 存在 自然 数 解 。” 
话说 回来 ， 作 为 我 们 谈论 的 出 发 点 ， 我 们 是 以 FLT(3) 为 前 提 的 。 


前 提 :“ 方 程式 好 + 中 = 邓 不 存在 自然 数 解 。” 


这 阮 政 导 了 吧 。 因 此 我 们 根据 反 证 法 ， 人 否定 了 友 证 法 的 假设 。 这 样 ， 我 
们 就 证 明了 “方程 式 x + ye = 不 存在 自然 数 解 ”。 


O O O 


“原来 如 此 ， 也 就 是 说 ， 如 果 + y= 世 存在 自然 数 解 ， 那 么 就 能 由 这 
个 结论 推出 好 + 只 = 妈 3 的 自然 数 解 唆 ? >” 


“ 没 钳 ， 了 刚才 的 内 容 还 能 推广 到 一 般 的 情况 ， 也 残 是 说 ， 想 证 明 汝 mn>5 
时 FLT(n) 成 立 的 时 候 ， 没 必要 一 个 个 去 证 明 所 有 的 n。 只 要 证 明治 质数 
p=5,7,11,13...... 时 ，FLT(p) 成 立 就 可 以 了 哦 。” 

“ 雇 ? 只 要 证 明 质 数 束 行 了 啊 。 呈 ?要 是 这 样 的 话 狄 利 元 雷 为 什么 还 要 
证 明 FLT(14) 昵 ? 因为 14 等 于 7x2， 所 以 14 不 是 质数 啊 ...... 先 证 明 
FLT(7) 不 是 更 好 吗 ? ” 

“ 尤 里 ...... 确 实 可 能 是 这 样 ， 不 过 狄 利 元 雷 肯 定 没 能 证 明 FLT(7) 

“ 啊 ， 这 样 啊 。” 尤 里 答 了 答 肩 , “话说 回来 ， 数 学 家 们 还 真能 想 啊 ， 

时 。; 感觉 这 种 天 家 无 颖 的 理 记 全 好 舒服 啊 ， 放大 说 呢 ， 这 刊 没 有 运 路 的 感 
| 证 八 兴 香 得 里 择 ! 束 像 推理 电 倪 剧 似 的。 数字 这 东西， 竟然 能 
严谨 的 逻辑 来 处 理 ..….... 咽 ， 嘿 叭 ...... 

尤 里 抬 起 纤细 的 手 句 ， 同 上 伸 了 个 懒 腰 ， 简 直 束 保 只 醒 条 的 猫 显 。 


“不 过 啊 ， 尤 里 。 数字 应 该 个 从 丰 这 福 样 。 在 退 寻 到 严谨 的 包 辑 之 前 ， 有 
时 也 会 在 森林 中 迷路 哦 。 


“ 座 ， 是 这 样 啊 。 数 学 家 不 就 是 那 种 绝对 不 会 犯错 的 好 学 生 吗 ? ” 


“数学 家 在 思考 的 过 程 中 也 会 犯 很 多 错误 的 。 当 然 ， 最 后 完成 的 论文 有 
间 束 有 抹 烦 了...... 


“没有 错误 ， 完 美 。 米 尔 嘉 大人， 好 崇拜 她 啊 ! * 


“这 么 说 来 ， 尤 里 你 在 考试 的 时 候 有 过 计算 错误 吗 ?” 


“计算 错误 基本 没有 ， 不 过 经 常 有 不 能 一 下 子 解 开 问题 的 时 候 。 因 为 人 
家 条 啊 。 33 


人 不 是 呢 ， 尤 里 。” 我 说 ,，“ 痢 说 了 你 不 守 。 我 .…... 不 ,哥哥 我 啊 ， 知 
志 尤 里 不 案 ， 所 以 你 不 准 说 这 种 话 。 尤 里 很 聪明 的 哦 。” 


“ 尤 里 很 聪明 哦 ..…... 丰 的 是 一 只 聪明 的 小 猛 女 蛾 。” 


“人 家 正 感动 呢 ， 别 他 人 家 笑星 ! ” 


8.2” 花 条 拉 的 三 角形 
8.2.1 ”图 书 室 
在 这 之 后 的 一 周 ， 周 五 放学 后 。 


我 像 往 第 一 样 边 进 图 书 宇 ， 这 时 秦 示 拉 已 经 开始 学 习 了。 她 一 个 人 在 笔 
记 本 上 热衷 地 写 者 什么 。 


“来 得 真 早 啊 。” 


“ 呵 ， 学 长 ! 刚刚 钞 尔 时 学 姐 也 来 了 一 下 ， 不 过 说 是 要 跟 鳃 僵 学 姐 练 
习 ， 束 回去 了 。” 


“你 现在 做 的 是 村 木 老 师 出 的 问题 ?” 
“ 没 错 。 叉 是 三 角形 的 问题 呢 。” 

问题 8-1 

存在 三 边 和 内 为 目 然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 吗 ? 
“已 经 想 了 很 人 了 吗 ? 感觉 能 解 开 吗 ? ”我 问 道 。 


“我 正在 举 实际 例子 来 验证 目 己 的 理解 呢 ! 所 以 砍 烦 学 长 不 要 说 话 ! ? 素 
条 拉 把 食指 放 在 踪 层 上 ， 做 了 一 个 ' 咕 :的 手势 。 我 不 由 得 心跳 了 一 下 。 


“ 那 ， 我 在 那 边 算 自己 的 。 等 会 儿 咀 们 一 起 回去 。” 


“好 。” 泰 未 拉 突 了 笑 。 


我 原本 打算 继续 算 有 限 域 *r?， 但 不 由 得 被 刚刚 泰 茶 拉 的 问题 窑 住 了 心 
和 


“存在 三 边 江 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 吗 ? ” 


耳 角 三 角形 ..……... 也 就 是 说 ， 三 边 边 长 应 该 能 构成 义 股 数 。 用 变量 表示 三 
边 边 长 ， 再 研究 它们 的 条 件 束 能 解 开 了 吧 ? 


不 过 还 是 完 淮 个 实例 来 验证 目 己 的 理解 吧 。 
Ni 


假设 三 边 边 长 分 列 为 a, b, cc 为 冬 边 边 长 ，》， 研 究 一 下 典型 的 义 股 数 
吧 ! 





“示例 是 理解 的 试 金 


(a, b, c) = (3, 4, 5) 


4 
此 时 ， 


到 _3x4_ 6 
直角 三 角形 的 面积 23 2 


因为 不 存在 平方 后 得 6 的 整数 ， 所 以 6 不 是 平方 数 。 原 来 如 此 ! 


那 骨 看 看 列 的 例子 吧 。 研 究 一 下 (a, b,c) = (5, 12, 13) 的 情况 。 


hx 12 
———— 二 230 


直角 三 角形 的 面积 2 


30 也 不 是 平方 数 ， 喔 ? 
我 在 表 上 试 着 总 结 了 几 个 勺 股 数 。 
(ea Be] 耳 前 三 前 形 的 面积 是 平方 数 吗 ? 

















3x4 

(3, 4, 5) 一 人 x 
5 X 12 

的 二 2 二 x 
7 x 24 

rT 2 2 2 = 84 X 
Sx15 

(8, 15, 17) y 二 60 x 
9x40 

(9, 40, 41) 2 = 180 


原来 如 此 .……. 的 确 面 积 无 法 构成 平方 数 。 不 过 我 只 研究 了 5 组， 还 不 能 
潜 富 “绝对 无 法 构成 平方 数 "。 未 经 证 明 的 话 只 不 过 是 狂想 而 已 。 


好 ， 那 么 来 挑战 一 下 ， 看 能 不 能 证 明 


“不 存在 三 边 皆 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 。” 


整体 证 明 的 思路 ， 还 是 用 反 证 法 吧 。 假 定 存 在 一 个 面积 为 平方 数 的 百 角 
三 角形 ， 然 后 推导 出 矛盾 。 感 党 这 样 会 更 清楚 一 些 。 


要 证 明 的 命题 : “不 存在 三 边 旨 为 目 然 效 ， 面 积 为 平方 数 的 百 攻 三 角 
形 。 


要 证 明 的 命题 的 否定 如 下 ， 我 们 假定 其 成 立 。 
友 证 法 的 假设 :“ 存 在 三 边 和 为 目 然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 。” 


接 下 来 ， 把 命题 里 的 重点 用 数学 公 陈 表达 出 来 。 


人 
自 先是 “了 且 角 三 角形 ”。 假 设 三 边 边 长 为 目 然 数 q, b,c，c 为 和 糙 边 边 长 ， 
然后 由 义 股 定理 得 到 


a es 
这 个 等 式 可 以 表达 “和 直角 三 角形 ”的 概念 。 
内 为 我 想 以 尽 可 能 和 倍 里 的 形式 逐步 思考 ， 所 以 我 将 ab 设 为 两 个 互 质 的 
数 子 。 想 得 到 互 质 网 话 ， 公 要 除 以 a 和 上 bb 的 了 肥大 公约 数 束 好 。 把 a 和 bb 
的 最 大 公约 数 放 为 g9， 吏 存在 以 下 目 然 数 A, B。 
a=gd4，DbD=gqB， ALB(CA 和 有 B“ 互 质 ”) 


因为 g 代表 了 a 和 4b 的 所 有 质 因 数 ， 所 以 A 和 B 己 经 没有 共同 的 质 因 
数 了 。 也 就 是 说 ，A 和 B 互 质 (A | B)， 


把 a = gA,b=gB 代入 到 义 股 定理 里 试 试 。 


a +b =e 义 股 定理 
(94) + (9B) = 代入 a=g4,5=gB 
g (A” B’*) ee ee 提出 人 


也 就 是 说 ，c 是 9 的 倍数 。 这 样 一 来 ，c 就 是 g 的 倍数 ， 那 么 就 存在 满 
足下 云 的 整数 C。 


C = gC 


好 的 ， 继 续 计 算 。 


g (A +B)=e 刚才 的 等 式 

g (4 十 五 )= (gO0) 代入 c= gC 

g (4 +B)=g90° 展开 右边 的 式 子 

A? -+ B=02 两 边 同 时 除 以 g 

由 A 上 上 B 和 A-+B-=C-， 即 可 推导 出 B 上 C,C | A。 这 样 束 可 以 导入 
三 个 两 两 互 质 的 数字 A, B, C 来 普 换 q, b,c。(A, B, OC) 是 基本 人 勺 股 数 。 
至 此 可 以 说 是 一 路 笔直 地 踏实 前 行 。 下 面 应 该 走 哪 边 好 呢 ..…… 
虽 。 这 次 在 ‘面积 是 平方 数 ' 的 条 件 里 代入 A,B 来 研究 吧 。 感 觉 找 到 状态 
了 ...... 设 d 为 某 个 自然 数 ， 写 成 下 面 这 种 形式 就 可 以 用 数学 公式 表 
达 “ 面 积 是 平方 数 ” 的 概念 了 。 
一 一 下 


] 
有 


Pm 


代入 a=gA,b=gB. 


计算 得 
»” AB 2 
9 X= 


因为 (4, B, C) 是 基本 义 股 数 ， 所 以 A 和 B 中 有 一 方 为 偶数 。 也 就 是 说 
是 目 然 数 。 因 此 q* 是 g* 的 倍数 ， 即 q 是 g 的 倍数 。 所 以 ， 存 在 自然 数 
D 满足 d= gD， 代 入 公式 。 


， AB 
yg x= (9D) 


去 分 母 ， 两 边 同 时 除 以 9， 可 得 到 下 陈 。 
AB 一 27 


0 
间 互 质 。 这 个 问题 是 泰 东 拉手 中 卡片 的 另 一 个 说 法 。 


品 ， 进 行 得 很 顺利 啤 。 
不 过 ， 还 是 没 能 发 现 关 键 的 矛盾 所 在 。 

问题 8-2 《问题 8-1 的 男 一 个 说 法 ) 

存在 满 下 以 下 却 子 的 目 然 数 A, B, C,D 吗 ? 

A+B =C, AB=2D, ALB 

(A | B 表 示 的 是 A 和 B 互 质 ) 
“放学 时 间 到 了 ! ” 
听 到 瑞 谷 老师 的 声音 ， 我 才 悦 然 大 悟 地 抬 起 头 。 
天 色 已 经 暗 了 ， 在 销 研 数学 的 过 程 中 ， 我 悉 记 了 时 间 的 流逝 ， 生 活 在 如 


梦境 般 的 为 一 个 世界 之 中 。 会 曹 识 到 这 后 ， 古 因为 我 已 经 回 到 了 往 第 的 
世界 。 这 边 的 世界 有 我 ， 有 泰 打 拉 ， a 


| ? ?? 
泰和 东 拉 站 在 我 面前 。 


“该 回去 了 吧 ? ” 
我 看 着 泰 洒 拉 ， 沉 默 地 注视 了 一 会 儿 ， 她 脸 舌 微 红 ， 算 着 头 问 我 。 
"学 长 ?， 

“ 喝 ， 回 去 吧 。 谢 谢 你 ， 泰 采 拉 。” 

“ 族 ? 谢 什 么 啊 ? ， 


“没什么 ， 总 觉得 该 谢谢 你 ， 咽 。” 
8.2.2 ” 曲 曲 折 折 的 小 路 


我 们 并 书 走 在 回 家 的 路 上 ， 备 过 住宅 区 曲 曲折 折 的 小 路 。 


“我 怎么 这 么 .….. 手 忙 脚 乱 呢 .…..” 素 杂 拉 说 道 ，“ 只 要 出 现 一 个 数学 公 
式 ， 我 脑袋 就 被 塞 满 了 ， 条 件 都 不 知道 飞 到 哪儿 去 了 .……… 


泰 末 拉 一 会 儿 双 拳 按 尖 ， 一 会 儿 双 手 抱 头 。 
这 么 说 来 ， 之 有 前 你 也 说 过 变量 一 多 就 感 党 难 了 呢 。 


“对 对 ! 学 长 和 米尔 对 学 姐 部 能 轻 轻 松 松 地 与 出 定义 方程 式 。' 设 
m 二 Vo 呵 ‘(定义 上 二 击 南 入 ' 什 么 时 ]...... 我 最 不 擅长 这 个 了 。” 


“虽然 定义 方程 式 中 变量 会 增加 ， 不 过 之 后 的 式 子 变形 会 很 有 趣 哦 。” 
“所 以 啊 ! 我 一 了 十 在 努力 挑战 这 次 的 问题 ， 用 那个 毕 达 哥 拉 : 榨 六 机 。 


“ 喝 ? 什么 意思 ? ” 


“ 束 是 那个 ‘用 m 和 n 创造 基本 勾 股 数 ” 的 方法 啊 ! 我 想 用 ' 基 本义 股 数 的 
一 般 形 式 ’ 来 考虑 。” 


“ 呵 ， 原 来 如 此 ， 还 有 这 种 方法 啊 。” 


这 样 啊 ， 确 实 ， 只 要 使 用 基本 勺 股 数 的 一 般 形 式 ， 就 能 用 A, B, C 表示 
m 和 n。 从 这 里 开始 研究 的 话 ， 能 不 能 引出 巴 盾 呢 ? 


“这 主意 不 错 啊 。” 
“ 阿 ， 学 长 你 也 在 想 吗 ? 我 也 不 会 输 的 哦 ! ” 
泰 洒 拉 一 边 说 着 ， 一 边 摆 出 拳击 的 架势 左右 挥 着 拳头 。 


8.3 ”我 的 旅行 
8.3.1 ”旅行 的 出 发 点 : 用 m,n 表示 A, B,C,D 
夜晚 ， 在 自己 家 里 。 


我 即将 要 出 友 去 旅行 ， 一 场 推 寻 矛盾 的 旅行 。 己 确认 出 及 地 点 。 目 然 数 
A, B, C, D 有 着 如 下 关系 。 就 从 这 里 开始 推导 矛盾 。 


出 肥 惨 
AB=0O AB=2D, ALB 
由 A2+B*?=C2 和 A | B， 可 知 A, B,C 是 一 组 基本 勾 股 数 。 也 就 是 说 ， 
采用 ‘基本 义 股 数 的 一 般 形 式 '"， 束 可 以 用 m,n 表示 A, B, C。 这 就 是 奈 朱 
拉 所 说 的 毕 达 哥 拉 : 榨 汁 机。 
基本 勾 股 数 的 一 般 形 式 〈 毕 达 哥 拉 :. 榨 放 机 ) 
A 二 m:n 
AA++B = AB < B= 2mn 
C= mn 十 ne 
目 然 数 m,n 的 条 件 : 
@ mn 
em |n 
。 m,n 仪 有 一 方 为 奇数 《两 者 奇 倡 性 不 一 致 ) 
(参考 2.5 节 ) 


由 “面积 是 平方 数 ” 这 个 条 件 我 们 已 经 推导 出 了 AB = 2D? 这 个 等 式 ， 接 
下 来 将 m,n 代入 这 个 等 式 ， 研 究 DD 的 性 质 。 


之 前 里 然 跟 泰和 示 拉 讲 了 定义 方程 式 的 作用 ， 但 上 自己 和 面临 导入 变量 的 时 


候 ， 心 中 还 是 会 有 一 丝 不 安 。 我 很 担心 ， 会 不 会 增加 变量 后 摘 得 一 团 乱 


告诉 目 己 “ 要 信赖 数学 公式 ”， 赶 走 了 心中 不 安 的 情绪。 数学 公式 的 好 
处 就 在 于 ， 可 以 脱离 含义 ， 用 机 械 性 的 操作 来 一 层 层 解 开 问 题 。 只 要 将 
基本 义 股 数 的 一 般 形式 纳入 式 子 中 ， 束 可 以 志 挥 直角 三 角形 的 事 儿 J 了。 
之 后 胜 负 就 取决 于 能 否 将 数学 公式 作为 武器 熟练 运用 了 。 
首先 用 m,n 表示 AB = 2D“。 
虽然 看 不 到 路 途 前 方 有 什么 ， 但 旅行 开始 了 了。 

上 路 吧 ! 
AB=2D 由 “面积 是 平方 数 ” 推 导出 的 公式 
(mn)B=2D? 代入 4=m2 一 7 
(rm 一 nm 人 (2mmp) 一 2 了 代入 B = 2mn 
mn(m’ —n)=D’ 两 边 同 时 除 以 2， 整 理 式 子 

mn(m 二 )(m 一 n) = D” “两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 等 于 平方 差 ” 
看 ， 出 现 了 这 样 的 等 式 。 

D2 = mn(m + n)(m-n) 
这 不 是 .…... 之 前 做 过 的 形式 吗 ? 
左边 的 D* 是 “平方 数 ”。 
然后 ， 右 边 征 “ 互 质数 字 的 乘积 ”， 没 错 .…… 吧 ? 
因为 m 和 n 互 质 ， 所 以 从 这 里 出 现 的 四 个 因子 

m,n,m+n,m-n 


中 ， 任 意 拿 出 两 个 因子 ， 虱 可 以 两 两 互 质 ..…... 是 吧 ? 


比如 说 ， 存 在 (n+m 上 (mn-m? 
我 很 不 安 。 


如 果 在 这 里 不 存在 (m+n) 上 (mn-m， 我 焉 失去 了 重要 的 了 武 戎 。 用 反 证 
法 踏 踏实 实地 证 明 吧 。 


假说 m+n 和 m-n 不 互 质 ， 此 时 应 存在 菏 个 质数 p 和 卓然 数 J,K 使 得 
下 去 成 立 。 

Dp =m+n 

nkK =m—n 


这 个 质数 p 是 m+n 和 mm-n 共同 的 质 因数 。 
只 要 


从 这 个 式 子 推导 出 巴 盾 ， 束 能 证 明 m+n 和 mm-n 互 质 了 。 来 ， 看 
看 外 能 不 能 守住 武器， 


把 上 面 两 个 式 子 左右 两 边 分 别 相 加 ， 导 出 p 和 m 的 关系 。 
p+pK = (m+n)+(m—n) 左右 两 边 分 别 相 加 
p(J+K)= (m+n}+ (mo—n) 左边 提出 p 
p(J + KEK) = 2m 计算 右边 
将 左右 两 了 边 分 别 相 减 ， 导 出 p 和 nn 的 关系 。 
pi —pEK = m+n (mn) 左右 两 边 分 别 相 减 
p(JS— KEK)= (m+n) (mo—n) 左边 提出 p 
p(T — K) = 2n 计算 右边 


于 和 古 得 到 以 下 关系 。 


PT 二 页) = 2m 
了 一下) =2n 


变 成 了 乘积 的 形式 ， 我 已 经 明日 了 ! 


首先 ， 已 不 可 能 等 于 28 因为 1 和 Nn 的 奇偶 性 不 一 致 ， 所 以 pj = m+n 
是 奇数 ， 因 此 p 不 是 偶数 。 也 就 是 说 ，p 不 可 能 等 于 2。 

但 是 p 也 不 可 能 大 于 每 于 3。 因为 如 果 p 大 于 等 于 3，m 和 n 残 都 是 
的 倍数 。 但 是 m | n 也 就 是 襄 m 和 n 没有 共同 的 质 因 数 。 所 以 p 
不 可 能 大 于 等 于 3。 


综 上 所 述 ， 可 以 说 (n+m 上 (m-n)。 





以 防 万 一 ， 我 把 m+n 和 mm 互 质 的 关系 也 写 出 来 吧 。 
假设 m+n 和 m 个 互 奈 ， 此 时 存在 攻 个 质数 p 和 目 然 数 K 使 得 下 式 成 


Ey 
pp] =m+n 
z pk =m 
采用 跟 了 刚才 同样 的 方法 ， 得 到 如 下 等 式 。 
pk 一 mm 
pi/— KK) =n 
据 此 可 知 m,n 都 是 P 的 倍数 ， 和 m | n 相 族 盾 。 
司 理 可 证 m-n 和 mm, m+n 和 n,，m-n 和 n 都 互 质 。 


好 ， 这 样 就 证 明了 四 个 因子 


m,n,m+n,m-n 


是 分 列 两 两 互 质 的 。 我 平 牢 守 住 了 童 要 的 武 胡 。 


那么 言 归 正 传 。 了 刚刚 经 研究 得 出 了 下 云 。 
D’*= mn(m +n)(m-n) 


一 方面 ， 左 边 的 D? 是 平方 数 。 如 果 进 行 质 因数 分 解 ， 就 能 得 到 D? 含有 
偶数 个 质 因数 。 


男 一 方面 ， 右 边 四 个 因子 m,n, mr+mm -nmn 古 两 两 互 质 的 一 一 也 残 是 说 
没有 共同 的 质 因 数 。 


想象 一 下 把 左边 的 质 因数 分 配 到 右边 四 个 因 了 于 中 的 情况 ， 则 四 个 因子 都 
edie 因数 。 总 之 一 句 话 ，“m, n, m+ n,m -n 全 部 是 平方 
0 

“五 质 * 真 的 是 一 件 实用 的 武器 啊 ...... 用 “最 大 公约 数 为 ”体现 “ 互 质 ” 的 
时 候 还 有 些 拘 不 消 状况 ， 而 换 成 “没有 共同 的 质 因 数 ” 就 感光 一 下 子 开 短 
了 ， 吏 如 同一 把 锋利 的 长 剑 。 

8.3.2 ”原子 和 基本 粒子 的 天 系 : 用 e, 玉 st 表示 m,n 

接 下 来 用 数学 公式 来 表示 m, mn m + mn m -n 是 平方 数 这 个 条 件 吧 。 
刚才 我 们 用 m,n 表示 了 A, B, C, D。 


这 次 用 e, 太 st 表示 m, n。 


我 难 不 成 踏 上 了 发 现 微 结 构 的 旅途 ? 
研究 原子 (A, B, C, D)， 发 现 了 小 原子 (m,n)。 
研究 原子 (m n)， 又 发 现 了 更 小 的 基本 粒子 (e, 矿 s, 日 .…… 


这 次 的 请 行驶 是 这 么 回 事 吧 。 


没准 还 有 更 小 的 伶 郊 .……. 


因为 mm m+n,m-n 是 平方 数 ， 所 以 存在 以 下 目 然 数 e,s,。 
用 e,s;,t 表示 m,n,m+n,m-n“ 原 子 和 基本 粒子 的 关系 ” 


ni 


= 


| 
+ 
[| 


nh 
i 一 ， 


< 
m—n 一 二 
e, 矿 SL 分 史 两 两 互 质 。 


又 导入 了 新 的 变量 ， 而 且 还 是 四 个 ,….. 不 过 一 定 没 问题 的 。 要 信赖 数学 
公式 ， 信 赖 数学 公式 .…… 


下 面 该 往 哪 边 走 呢 ? 我 重 看 了 一 所 元 记 想 着 。 


试 试用 e, fs, t 表示 m 吧 。 虽 然 已 经 有 m = e2 这 个 等 式 了 ， 不 过 由 下 面 
的 式 子 应 该 能 够 得 到 些 什 么 。 


| ma 一 上 _ p 
晨 ， 把 两 个 式 子 左右 两 边 分 别 相 加 相 减 ， 可 以 用 st 表示 m, n， 即 用 基 
本 粒子 来 表现 原子 的 结构 。 


根据 “两 数 之 和 乘 以 两 数 之 着 等 于 平方 着 ”>， 将 2n=s - 的 右边 变形 为 乘 
积 的 形式 。 做 出 乘积 的 形式 ， 是 为 了 方便 研究 整数 的 结构 。 


2m 一 5 一 太 上 式 
2n = (s+ t)(s—) “两 数 之 和 缚 以 两 数 之 磊 等 于 平方 磊 ” 
2f° = (s+t)(s—t) 代入 n= 
可 得 到 f 和 s+ts-t 的 天 系 ， 即 基本 粒子 间 有 的 天 系 。 
f 和 s+ts-t 的 关系 “基本 粒子 间 的 天 系 ” 
2f° = (s +t)(s -Dd 
8.3.3 ”人 研究 基本 粒子 s+ts-t 


ee 的 式 子 2 疡 = (s+ (Gs -t)， 先 从 等 式 右边 的 因子 s+ 
t,s -t 开始 吧 。 


s+t 和 s-t 是 整数 。 首先“ 调查 奇偶 性 ”。 


s 的 奇 便 性 如 何 呢 ? 根据 “原子 和 基本 粒子 的 关系 ”， 可 知人 存在 mm+P= 
s% 。m+n 的 奇偶 性 ...... 我 乙 了。 因为 m 和 nn 的 奇偶 性 不 一 致 ， 所 以 m 
+n 不 是 偶数 + 奇数 束 是 奇数 + 个 数 。 不 官 怎 样 ，m +n 都 是 奇数 ， 也 
ee 也 是 奇数 。s 平方 后 还 得 奇数 ， 说 明 s 也 是 奇数 。 好 ， 明 确 s 
是 奇数 了 ! 


的 奇偶 性 同 理 。 存 在 mm -mn= 刀 mm 和 nn 的 奇偶 性 不 一 致 。t 是 奇数 ， 
因为 t 平 方 后 还 得 奇数 ， 所 以 ((t 也 是 奇数 ((。 


因此 ，s 和 tt 都 是 奇数 一 一 束 是 它 ! 
因为 s 和 + 都 是 柯 数 ， 所 以 s+t 和 s-t 都 是 偶数 。 


话说 回来 ，s 和 上 互 质 吗 ? 

因为 (m+n) 上 (m-n)， 所 以 s? 已 。 因 为 平方 后 的 数字 互 质 ， 所 以 平 
方 前 的 数字 也 互 质 。 没 有 共同 的 质 因数 这 点 在 平方 前 和 平方 后 是 不 变 
的 。 也 就 是 说 ，s 和 是 互 质 的 。 

好 ， 这 样 束 明确 了 s 上 上 ! 


陆 ? 我 不 是 在 “原子 和 基本 粒子 的 关系? 中 以 “e, 太 ssL 分 别 两 两 互 质 ” 为 前 
所 导入 了 变量 吗 ..……. 算 了 ， 总 之 可 以 肯定 s 上 


这 样 s，t 融 基 本 醒 透 了 。 
由 s,t 可 知 
。 5 是 可 数 
。L 十 奇数 
。S+t 是 偶数 
。S -1 是 偶数 
。s 和 + 互 质 (s | 


我 义 看 了 一 通 笔记 ， 考 虑 应 该 把 刚刚 得 到 的 s+t 和 s-t 的 条 件 代 入 哪 
个 式 子 。 


带 有 s+t 和 s-t 这 样 的 因子 的 数 ...... 在 这 个 “基本 粒子 间 的 关系 ”中 。 
2f =(s +)(s-t) 
A s+t 和 s-t 是 偶数 ， 所 以 等 和 寺 是 整数 。 上 式 可 写成 下 面 这 


人 ”如 十 s—t 
2f2 = 2 2 








") a | 


写成 这 样 后 ， 右 边 束 成 了 四 个 整数 的 乘积 的 形式 。 


在 等 式 两 边 同 时 除 以 2， 得 到 


呈 s+t 5—1 


元 边 是 平方 数 ..…… 慢 着 ， 记 ? 我 刚才 不 也 做 了 一 样 的 事 吗 ? 这 不 是 义 绕 
回 原 路 了 吗 ? 


不 不 ， 不 要 暴 。 等 式 左边 的 广 是 平方 数 ， 右 边 舍 有 质 因 数 2。 因 为 等 式 
石 边 应 该 记 征 十 方 数 ， 所 以 另 一 个 质 因数 2 应 该 分 配给 两 个 因子 中 的 一 
个 ， 即 完 和 导 中 的 一 个 。 


也 就 是 说 ， 法 和 疆 之 中 有 一 个 是 偶数 。 








呈 和 过 是 不 是 互 质 的 呢 ? 


假设 守 和 于 不 互 质 .….. 类 似 这 种 检验 已 经 做 了 无 数 回 了 
设 它们 有 共同 的 质 因数 p， 则 存在 整数 J,K， 它 们 之 间 的 关系 可 以 
用 下 式 表 未 





二 
pJ 一 号 
汪汪 
pi 一 二 





将 等 陈磊 右 两 边 分 别 相 加 ， 分 别 相 减 ， 得 到 下 去。 








p(J + K) Tt 
p(J-K) = 二 一 号 =t 








明白 了 。 由 以 上 等 式 可 知 ，s 和 上 都 是 P 的 倍数 。 因 为 s 和 上 部 有 关 
人 et 因此 可 以 得 出 结论 : 各 和 亏 


页 。 








广 =2 .二 : 叶 ， 呈 和 续 中 有 一 方 是 偶数 ， 芝 和 学 :还 是 互 质 的 ...….. 因 
为 没有 共同 的 质 因 数 ， 所 以 一 方 为 偶数 的 话 ， 另 一 方 就 为 奇数 。 


这 阮 意 味 看 ， 像 往 币 一 样 考 碟 分 配 质 因数 的 话 .…… 偶 数 是 “2 x 平方 
数 ” 的 形式 ， 柯 数 则 十“ 奇数 的 平方 数 ” 的 形式 。 


用 语言 表达 可 能 有 些 复 林 。 再 导入 构成 “基本 粒子 ”s, 的 “ 硅 元 ”u,v 怎么 
样 ? 设 u,v 是 互 质 的 自然 数 。 


这 样 一 来 ，“2 x 平方 数 ” 就 能 写成 2u*, “奇数 的 平方 数 ” 束 能 写成 Vv 
i 





二 和 乞 于 中 有 一 7 is 2 7 


8.3.4 ”基本 粒子 条 元 的 关系 : 用 u,v 表示 st 


就 快 受 不 了 像 洪水 一 样 泛 漆 的 字母 了 。 我 又 慢 慢 地 把 笔记 吵 了 一 遍 ， 就 
夸克 进行 了 一 下 整理 ， 


天 于 Ea 


。 洒 ， 污 是 “ 互 质 * 的 。 





y 的 关系 ?” 











另 一 方 是 Vv 





eu 和 vy 是 互 质 的 (u | v)。 
。 Vy 定 奇 数 。 
很 好 ， 不 铬 不 钳 ! 不 ， 糟 了 了! 


只 有 这 点 条 件 ， 根 本 分 不 出 于 ， 守 里 谁 是 2u2 谁 是 之 。 这 就 意味 
有 要 分 情况 讨论 。 


我 抱 少 头 肥 和 狼 。 











变 成 分 情况 讨论 了 。 

我 示 不 地 站 在 森林 深 处 的 分 倪 口 处 。 

确实 可 以 两 条 路 部 走 。 

人 不过， 这样 的 话 束 得 伦 两 倍 时 间 和 精力 了 。 


咒 .……. 有 没有 什么 好 办 法 呢 ? 我 再 一 次 回首 癌 走 过 的 路 望 去 ， 看 看 有 没 
有 环 挥 哪个 关系 式 。 


路 ? 


m 呢 ? 完 全 没有 用 到 在 “原子 和 基本 粒子 的 关系 ”里 出 现 的 m=e 啊 。m 
应 该 和 基本 粒子 s,t 相关 联 才 对 啊 ! 咽 ...... 将 天 系 式 





由 此 ， 可 得 出 下 去 。 





也 束 是 说 ， 下 式 成 也。 





很 好 ， 将 s 和 分 别 平方 后 再 相 加 ， 就 可 以 把 情况 1 和 2 总 结 成 一 个 式 
子 了 ! 这 样 就 避免 了 分 情况 讨论 | 





2 | 2 
2 = 二 上 面 的 等 式 
2 2\2 2 ,2\2 
= 用 %,b 表示 5s,t 
e* = du +v 计算 后 


哇 ! 人 整理 出 了 一 个 相当 简单 的 等 式 ， 这 束 是 基本 粒子 e 和 和 从 元 u,v 的 天 
系 式 。 不 销 个 铺 .………. 


记 ? 话 资 回来， 我 高 兴 个 什么 荔 儿 啊 ? 
坚 么 能 因为 成 功 变 形 了 儿 个 等 陈 驳 局 兴 呢 ! 我 想 要 的 是 一 一 找 出 巴 盾 。 
接 下 来 会 出 现 予 盾 吗 ? 

“基本 粒子 e 和 夸克 u,v 的 关系”( 接 下 来 会 出 现 巴 盾 吗 ? ) 

Ee = 十 全 

eulyv 

。 Vy 不 可 数 
中 ， 虽 然 很 个 甘心 ， 但 已 经 困 得 个 行 了 。 
今天 丈 到 这 里 吧 ..... 


8.4” 尤 里 的 灵感 

8.4.1 房间 

“ 海 ~” 是 尤 里 的 声音 。 

第 二 天 是 周 六 ， 下 午 尤 里 又 来 了 我 的 房间 。 

我 头 也 不 回 地 “ 咽 * 了 一 声 ， 继 续 专 心 趴 在 桌子 上 算 我 的 题 。 

“ 涂 ， 人 家 这 么 可 爱 ， 哥 哥 你 看 都 不 看 一 眼 就 随便 嗯 一 声 吗 ? ” 





A 我 说 哥哥 ， 你 在 干什么 呢 ? ”万 里 从 我 身后 探 看 身子 从 
算 题 


“你 手 都 没 动 ! ” 

“脑子 在 动 。” 

“ 认 ， 你 嘴 皮 子 不 也 动 得 挺 利索 的 吗 ? " 尤 里 拿 话 讽刺 我 。 
“好 好 ， 遵 命 。” 我 放弃 了 ， 回 过 头 。 


尤 里 一 如 既往 地 栅 看 吾 尾 辩 ， 披 看 炎 克 穿 看 牛仔 铸 ， 和 衬衫 口袋 里 插 看 眼 
镜 和 圆珠笔 ， 两 手 又 在 腰 间 。 


“哥哥 你 还 真是 喜欢 数学 啊 。 我 们 去 哪儿 玩 嘛 1 ” 
“外 边 很 冷 哦 。” 
“冬天 当然 冷 了 噶 1 ” 


“去 手书 店 ? ” 


“ 族 ? 好 吧 ， 就 这 么 办 吧 。” 
8.4.2 小 学 

我 领 着 尤 里 走 在 路 上 。 

“话说 ， 哥 哥 你 在 算 些 什么 呢 ?” 

我 边 走边 把 * 三 边缘 为 自然 数 的 直角 三 角形 的 面积 是 平方 数 吗 * 的 问题 讲 
给 她 听 。 数 学 公式 就 省 略 不 提 了 ， 只 把 思路 大 体 讲 了 一 下 。“.…. .我 算 
来 算 去 ， 得 出 了 "基本 粒子 e 和 夸克 山 v 的 关系 '。 这 式 子 有 点 意思 。 要 


是 能 从 这 里 导出 夏 导 ， 束 能 证 明了 。 要 是 不 能 的 话 ， 只 好 找 其 他 的 
路 ..……. 目 前 融 进 行 到 这 里 。” 


我 们 走 到 过 街 天 桥 附 近 的 时 候 ， 尤 里 突然 说 建 : 

“我 说 可 如， 去 小 学 吗 ? 我 们 去 操场 玩 呈 。” 

“ 座 ? 可 是 我 想 去 得 书店 啊 。” 

“去 啤 ! ” 

“器 ， 好 吧 。” 

过 了 过 街 天 桥 束 是 小 和 学。 正门 虽然 关 看 ， 从 后 门 偿 是 可 以 进 操场 的 。 
操场 里 保 痢 一 辆 不 算 很 大 的 卡车 ， 对 面 是 供 低 年 级 学 生 使 用 的 洲 乐 设 
施 ， 有 秋千 、 擎 砷 如 、 正 十 二 面体 线 框 形 状 的 旋转 洲 乐 设施 ， 还 有 清 
En 


“哥哥 ， 听 了 你 的 话 ， 我 想到 一 点 ， 这 个 卡片 要 问 的 是 ‘是 否 存在 对 
吧 ? ” 


“是 啊 ?? 


“ 那 不 就 是 ' 让 我 们 证 明 不 存在 ' 吗 ? ， 


尤 里 说 完 跑 去 了 秋 干 慎 边 。 

“ 府 ? ?我 退 了 过 去 。 

“ 喷 ? 这 秋 干 原来 这 么 小 啊 。” 

万 里 站 在 秋 和 干 上 ， 沪 来 沪 去 。 

我 也 坐 在 了 和 劳 边 的 秋千 上 上。 确实 很 小 啊 。 


“万 里 你 的 意思 是 说 ， 我 判断 铬 了 ? ?我 问 道 , “你 的 意思 和 是， 存在 面积 
生平 方 数 的 直角 三 角形 ? ” 


“ 族 ? 说 什么 ? 人 家 听 不 到 。” 尤 里 用 力 荡 着 秋千 。 


的 确 ， 村 木 老 师 的 卡片 问 的 是 “是 任 存 在 ”。 我 下 接 举 例 确 认 的 十 角 三 角 
形 只 有 几 个 。 说 不 定 真 的 存在 面积 古 平 方 数 的 二 角 三 角形 呢 。 咽 ， 不 能 
个 定 这 种 可 能 性 。 但 是.…… 如 未 ， 这 种 三 角形 存在 的 话 .…… 驶 根本 没 
法 “证 明和 它 不 存在 :! 上 昨 晚 我 想 的 一 切 可 能 都 日 费 了 .………. 


这 真 不 好 办 啊 .…… 
“可 一 一 哥 








不 知 什么 时 候 尤 里 己 经 跑 到 了 背 村 上 ， 站 在 顶端 问 我 招 看 手 。 


“ 耶 ! 好 高 啊 ! ”万 里 轻快 地 从 背 标 上 滑 下 来 ,，“ 啊 ， 不 过 没 想到 这 人 么 
局 ， 速 度 也 上 不 去 。” 


“能 量 从 开始 的 最 局 位 置 ...... 
“是 是 是 ， 我 知道 哥哥 你 是 学 物理 的 ! ” 
8.4.3 ” 目 动 贩卖 机 


玩 了 一 阵子 后 尤 里 把 钨 口 猩 ， 我 们 融 从 后 门 出 去 ， 在 路 边 的 目 动 贩卖 机 
那里 洋 了 两 份 热 森 标 汁 ， 并 排 坐 在 长 顶 上 。 


A ?? 





“谢谢 ! 啊 ， 好 遂 ! ” 

尤 里 两 手 捧 着 琳 半 ， 抬 涉 看 看 我 文 文 品 吾 地 说 道 : 

“哥哥 .……. 对 不 起 踢 。” 

“有 什么 对 不 起 的 ? ” 

“你 在 学 习 ， 我 却 非 要 把 你 拉 出 来 。 

“现在 还 道 什么 歉 啊 ..…... 没 什么 的 ， 正 好 我 也 能 换 换 心情 。” 


刚才 你 误 的 基本 粒 也 和 什么 的 天 系 '， 大 什么 样 的 关系 啊 ? 啊 ， 没有 笔 
记 本 不 好 解释 啊 。 


“笔记 本 虽然 放 家 里 了 ， 不 过 我 带 着 小 本 子 呢 。 喷 ? 没有 笔 呀 
“ 笔 我 个 是 有 。- 旋 ， 你 还 记得 吗 ? ， 
“当然 了 ， 就 是 这 个 式 子 。 
e =4ut+v4 
“< 唔 .为 什么 会 觉得 这 式 子 有 点 意思 ? ， 
“因为 我 总 感觉 它 不 算 简单 ， 却 也 不 复杂 。” 
也 束 是 说 ， 罗 人 的 二 先 吗 ?” 


“ 那 是 哈 啊 .……… 有 总 局 之 ， 现 在 蛙 要 四 大 志 腾 这 个 数学 公式 。 不 过 可 能 已 经 
走 到 死 胡 间 了 了 。 


确实 ， 我 试 过 把 et = 4u4h + vi 变形 成 ef -4u =vV， 再 变 成 (e + 2u)(e- 
2u) =Y 这 样 乘积 的 形式 ， 可 到 这 里 就 怎么 都 进展 不 下 去 了 .………. 


“哥哥 在 找 数学 公式 的 真实 的 样子 " 鄙 ? ” 
“ 族 ? "我 看 向 尤 里 ， 


“《 银 河 铁 秆 之 夜 》 那 本 书 里 写 过 吧 ? ” 


“ 拖 葛 是 什 么 东西 ， 你 们 知道 吗 ? ” 


< 啊 ， 没 错 。” 
“哥哥 ， 再 让 人 家 好 好 看 看 。” 

“好 。” 我 把 小 本 子弟 给 尤 里 。 

尤 里 目不转睛 地 盯 着 上 面 的 数学 公式 。 
“我 说 哥哥 .… 

< 喝 ? > 

“这 个 式 子 啊 ， 把 左右 两 边 互 换 一 下 ， 总 觉得 
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然后 
尤 里 的 下 一 句 话 一 一 
对 我 而 言 ， 仿 佛 神 之 司 示 。 





“不 是 很 像 勾 股 定理 吗 ? ” 


刻 ? 


义 股 定理 ? 
Aut+ v4= es“ 
确实 很 像 ! 


我 在 小 本 了 上 写 起 来 。 弃 用 指数 运算 法 则 将 其 变形 成 平方 的 形式 ， 如 下 
小。 


(2u2)2 + (v2)2 = e2 
如 下 定义 A, B',C。 
A1=2u’, Bi=v’, C1=e 
则 下 陈 成 芯 。 
41 十 如 1 一 CH 


等 等 ， 这 次 漫漫 长 旅 的 出 发 点 也 是 勾 股 定理 啊 。 我 飞快 地 搜索 着 脑海 中 
的 记忆 。 对 ， 出 发 点 .….. 写 了 那么 多 次 ， 已 经 不 可 能 态 了 。 


A“+B*=C’, AB=2D’, AJl.B 


难道 说 也 能 用 4B1 = 2D1 定 义 D| 吗 ? 确实 ， 因 为 A =2u2, Bj=VV， 所 
以 存在 下 式 。 


A1B] = (2u2)(v) = 2(uv) 


得 到 
Di 一 UV 


A LB 

昭 ， 成 了 ...... 吧 。 因 为 u | v, v 是 奇数 。 

虽然 变量 不 同 

但 能 构成 和 出 友 点 形式 完全 一 桩 的 数学 公式 。 
旅途 的 出 发 点 和 导出 的 数学 公式 


AA+B=0O AB = 2D 





AA+Bi=C AB=2D: ALB: 导出 的 数学 公式 
这 有 什么 合 义 ? 
难道 我 只 是 在 一 个 地 方 不 停 地 打转 吗 ” 
转 来 转 去 .…… 放 转 。 
转 来 转 去 ..….... 绕 阐 。 
圆 环 和 周期 性 。 
耳 线 和 无 限 性 。 
无 限 ? 不 ! 不 可 能 古 无 限 的 ! 
“国人 


“ 别 说 话 。” 


出 发 点 A, B, C, D 大 小 应 该 只 有 “分 子 ” 的 级 别 。 我 把 它们 “分 解 ”* 成 了 “ 原 
子 m,n”“ 基 本 粒子 e, fs,t*“ 夺 元 U,V” 这 些微 结构 。 因 为 C1 =e， 所 以 
C, 也 属于 “基本 粒子 ”的 范畴 。 所 以 ,说 不 定 C, 比 “分 子 * 级 别 的 C 要 


小? 


这 样 的 话 .……. 
喇 ， 

果然 我 该 把 笔记 本 带 来 

“ 尤 里 ， 回 家 了 。” 

I 

尤 里 还 在 一 脸 迷 茫 ， 我 就 急忙 搜 着 她 往 家 跑 了 。 


“哥哥 ， 你 怪 点 啊 ! ” 


如 果 C> 人 Ci 成 立 ...... 
如 果 成 立 的 话 .…… 


到 家 。 

我 飞 奔 进 目 己 的 房间 

打开 笔记 本 ， 翻 看 笔记 

TE 

因为 出 现 的 数字 部 是 目 然 数 ..….…... 所 以 ..……... 照 ,成立 。 
。 因 为 C=m +n*， 所 以 存在 C>m。 

。 因为 m=e*， 所 以 存在 m>e。 


这 些 条 件 下 加 上 Ci = e， 束 得 出 C>m>e= Cl。 也 束 是 说 一 一 


ESO 
成 也。 
将 A, B, C,D 这 些 上 自然 数 “ 分 解 ”， 束 可 以 创造 出 Ai, Bi, C1, D1 这 些 上 自然 


数 。 而 且 ， 既 然 存在 和 出 发 点 形式 相同 的 关系 式 ， 且 此 关系 式 成 立 ， 就 
能 通过 无 限 重复 相同 的 “分 解 ” 来 创造 C1, C2, Ca 


也 束 古 说 ， 
四 CC 
Ci 会 无 限 缩小 。_ 不 过 这 是 不 可 能 的 。 因 为 不 可 能 把 自然 数 无 限 缩 





小 。 是 存在 最 小 日 然 数 的 ， 那 就 是 1。 
CO CF"*>] 


这 样 个 束 能 吐出 矛盾 了 吗 ! 


因为 自然 数 不 能 无 限 缩小 ， 所 以 在 C > Cl > Ca > Cs > … 这 个 连锁 中 ， 
应 该 存在 自然 数 Ck， 可 以 说 Ci 是 最 小 的 自然 数 。 


推导 出 的 命题 ，C. 是 最 小 的 自然 数 。 


但 是 如 上 所 述 ， 可 以 构成 比 Ck 更 小 的 目 然 数 Cl。 也 融 是 次 一 一 


推导 出 的 命题 ，C 不 是 最 小 的 自然 数 。 


赣 厦 ! 
根据 反 证 法 ， 三 边 宵 为 目 然 数 的 卫 角 三 角形 ， 其 面积 不 构成 平方 数 。 


证 明成 功 。 
尤 里 一 直 在 一 旁 无 聊 地 看 着 书 ， 我 摸 了 摸 她 的 头 ， 
“ 尤 里 ! 我 成 功 了 ! ” 


呵 ? 啊 ? 什么 什么 ? 什么 成 功 了 ? 人 家 不 懂 噶 ! 真是 的 ， 不 要 弄 乱 人 
家 头发 嘛 ! ” 


解答 8-2 
不 存在 清 足 下 式 的 目 然 数 A, B, C, D。 


ABo=0* AB=2D, ALlB 


解答 8-1 


个 存在 三 边 宪 为 目 然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 二 角 三 角形 。 


旅行 地 图 


要 证 明 的 命题 : 面积 不 是 平方 数 
| 反 证 法 : 假设 原 命题 的 否定 成 立 
假设 : 面积 是 平方 数 
| “用 数学 公式 思考 ” 
扫 开 直角 三 角形 ， 用 a, 5, ec 思考 
| “ 互 质 " 
用 AA, 日 , 忆 思考“ 分子 ” 
| 基本 义 股 数 的 一 般 形 式 
用 和 ,只 表示 4 也 C 万 “ 单 达 哥 拉 : 检 计 机 
| “通过 分 解 质 因数 来 表示 整数 的 构造 ” 
用 e, f,s,t 表 示 m,n “原子 和 基本 粒子 的 关系 ” 
| “两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 等 于 平方 差 * 
用 s +t 和 和 ss 一 + 表示 ff“ 基本 粒子 则 的 天 系 ” 
| “通过 分 解 质 因数 来 表示 整数 的 构造 ” 
用 4%» 表示 e “基本 粒子 和 夸克 的 关系 ” 
| 导出 矛盾 
中 全 入 间 开 ?Hi BO Dr 信人 


| 


政 盾 


| 


假设 不 成 立 


证 明 结 束 : 面积 不 是 平方 区 


8.5 有 钞 尔 天 的 证 明 


8.5.1 备战 
“ 呼 ..…...” 索 末 拉 深 深 地 叹 了 一 口气 ，“ 学 长 ， 证 明 过 程 太 长 了 ， 而 且 字 
母 还 这 么 多 ......” 


周一 放学 后 ， 我 在 图 书 室 里 跟 泰 赤 拉 讲 如 何 证 明 “ 不 存在 三 边 首 为 目 然 
数 ， 面 积 为 平方 数 的 百 角 三 角形 ”。 


“人 和 守 一 下 于 就 折服 了 .……... 不 过 ， 和 学 长 你 用 的 武 右 义 古 我 有 的 呢 .…...” 
。 基本 勺 股 数 的 一 般 形 式 

。 五 质 

。 两 数 之 和 乘 以 两 数 之 到 等 于 平方 下 

积 的 形式 


。 玫 慎 


“就 算 这 样 ， 人 家 还 是 没 能 解 开 。 虽 然 做 到 了 基本 色 股 数 的 一 般 形 式 这 
一 步 ， 但 是 没 能 想到 ' 互 质 '， 而 且 人 家 走 到 一 半 ， 就 连 存在 互 质 这 个 条 
件 都 忘 光 了 .….” 


“我 的 证 明 过 程 确实 很 长 ， 不 过 我 之 前 走 了 比 这 长 好 几 倍 的 弯路 ， 试 过 
式 子 变形 ， 也 读 过 好 多 遍 笔 记 ， 想 着 能 不 能 发 现 什么 。 算 着 算 着 也 算 错 
过 ， 发 现 算 错 了 就 从 错 的 地 方 改过 来 .….. 就 这 样 一 遍 又 一 遍 ， 刚 开 


始 ' 基 本 勾 股 数 的 一 般 形 式 '* 还 是 薛 东 拉 你 提醒 我 的 呢 。” 

“学 长 ， 你 怎么 知道 该 往 哪 边 走 啊 ? ” 

“我 也 不 知道 。 变 量 间 的 关系 是 渐渐 明晰 的 ， 不 可 能 从 一 开始 残 看 破 。 
所 以 我 只 能 衬 试 看 去 算 。 自 和 完 要 前 进 ， 然 后 看 看 前 方 出 现 的 式 了 于 ， 骨 元 


碟 下 一 步 。 难 瓯 难 在 最 后 的 最 后 ， 怎 样 才能 构成 同样 形 陈 的 数学 公 陈 那 
里 。 这 样 才能 推导 出 矛盾 。 最 后 偿 尽 我 表妹 尤 里 给 我 担 了 个 醒 .…...” 


“不 是 很 像 义 股 定理 吗 ? ” 


“我 已 经 很 明日 起 么 把 图 形 问题 转换 到 数学 公式 上 了 ， 但 是 好 不 容易 转 
换 到 数 条 公式 上 了 ， 丰 能 往 前 走 束 没有 意义 了 呢 .…... 要 是 不能 习惯 对 付 
数学 公式 ， 束 不 能 拿 它 当 有 效 的 武 如 来 运用 了 了 ..…...” 


“ 没 错 ， 泰 条 拉 。 的 确 是 这 么 回 事 。 绝 对 有 必要 自己 实际 动手 ， 练 习 写 
数学 公式 。” 

泰 赤 拉 像 是 在 整理 思路 般 ， 不 案 不 慢 地 说 看 : 

“我 觉得 ..……... 在 诛 午 上 学 的 数学 ， 跟 学 长 符 姐 们 一 起 做 的 数学 很 不 一 
样 。 读 竺 上 学 的 数学 很 无 聊 乏 味 ， 跟 学 长 学 姐 们 一 起 研究 的 数学 感 澳 却 
很 生动 有 趣 ..… 不 过 可 能 是 我 摘 错 了 。 读 兰 上 的 数学 融 像 武 右 的 基本 用 
法 ， 候 是 介 秆 里 的 挥 剑 练 习 和 手枪 的 试 射 一 样 ， 所 以 会 觉得 梧 烷 义 无 
聊 。 不 过 要 是 不 扎实 地 打 好 这 部 分 基础 ， 一 旦 开战 ， 束 会 挥 链 子 了。” 


泰 末 拉 一 脸 认真 ， 说 到 “ 挥 剑 练习 ”的 时 候 却 可 爱 地 摊 了 个 挥 剑 的 姿势 ， 
襄 到 “手枪 试 射 ? 的 时 候 则 上 黑 起 一 只 眼 脑 准 我 。 


规 规 定 目 地 做 看 手势 的 小 女生 。 
8.5.2 ”米尔 如 
“有 趣 的 问题 ? ”米尔 副将 两 手 撑 在 果子 上 。 绷 市 已 经 摘 了 。 


“ 啊 ， 米 尔 姑 学 姐 ， 你 好 ! 学 长 在 给 我 讲 证 明 题 ， 讲 的 是 怎么 证 明 不 存 
在 三 边 部 是 目 然 数 ， 面 积 是 平方 数 的 卫 角 三 角形 。 换 诗 之 ， 我 们 可 以 把 
它 叫 作 “ 面 积 不 能 构成 平方 数 的 卫 角 三 角形 定理 ; 吧 。” 

“不 是 "换言之 :， 本 来 殉 是 这 么 回 事 。? 我 舌 突 道 。 

我 们 跟 米 尔 双 简 持 讲 了 一 下 证 明 过 程 后 ， 米 尔 双 谈 到 了 了 无穷 违 降 法 。 
“无 穷 递 降 法 ? ”还 有 名 字 啊 。 

“对 ， 这 和 是 费 马 的 合 手 好 戏 。 首 先 创 造 一 个 关于 目 然 数 的 数学 公式 ， 然 
后 将 这 个 数学 公式 转换 成 有 看 同样 形式 的 妨 一 个 数学 公式 。 此 时 关键 在 
于 式 子 中 要 售 有 逐渐 减 小 的 自然 数 。 重 复 同样 的 转换 步 又 ， 目 然 数 就 会 
越 来 越 小 ， 只 要 不 断 重 复 转 换 ， 目 然 数 就 会 无 限 减 小 .……... 但 话说 回来 ， 
目 然 数 存 在 最 小 值 ， 目 然 数 个 可 能 无 穷人 违 降 。 由 此 可 以 推 寻 出 巴 盾 。 也 
可 以 把 这 个 证 明 方法 想 成 反 证 法 或 者 数学 归纳 法 的 特殊 形式 。 费 与 创造 
了 无 穷 弟 降 法 一 一 ” 


米尔 巴 说 到 一 半 突 然 集 了 ， 啊 地 财 上 了 眼 。 一 瞬间 周围 的 气氛 来 了 个 一 
折 八 十 度 大 转 要 ， 弥 放 痢 东 种 巨大 的 物体 要 诞生 了 的 感 作 。 


沉默 。 
儿 秒 后 ， 黑 及 才女 点 看 头 ， 旧 开 了 眼睛 ， 眼 中 内 痢 穿 智 的 光 亡 。 


“ 嘱 .……. 原 来 如 此 。 那 么 我 就 借 这 什么 面积 不 能 构成 平方 数 的 直角 三 角 
形 定理 ' 来 初步 证 明 给 你 们 看 看 吧 。” 


“初步 证 明 ....…. 什么 啊 ? ” 


“ 费 与 大 定理 。”? 米 尔 允 说 道 。 
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她 久 说 出 了 这 么 慰 人 的 话 .……… 


“我 来 初步 证 明 纲 马 大 定理 。 不 过 只 证 明 四 次 方 的 情况 。? 炒 尔 鄙 说 看 拿 
出 卡片 ， 轻 轻 地 放 在 桌 上 ，“ 村 木 老师 最 近 也 太 沉迷 于 出 题 了 吧 ? 总 
之 ， 用 反 证 法 来 证 明 。” 
O O O 
问题 8-3 ( 费 马 大 定理 : 四 次 方 的 情况 ) 
证 明 下 面 的 方程 式 个 存在 目 然 数 解 。 
Tz 十 信 二 
总 之 ， 用 反 证 法 证 明 。 


要 证 明 的 命题 是 “x + y4=z4 不 存在 自然 数 解 "。 我 们 假设 原 命 题 的 否定 
一 “x4 + y4=z4 存 在 自然 数 解 "， 然 后 来 推导 矛盾 。 


反 证 法 的 假设: et 十 y = 74 存在 日 然 数 解 。 ?， 


设 目 然 数 解 (x, y, Z)=(a, b cj。 虽然 可 以 假说 它们 两 两 互 质 ， 但 也 不 一 冠 
非 要 这 样 假设 。 


a, b,c 满足 下 去。 
a4+b4=c4 


接 下 来 ， 像 下 面 这 样 用 a, c 来 定义 m,n。 


再 像 下 面 这样 用 m,m 定义 A, B, C。 


六 六 
由 一 和 ”一刀 
B = 2mn 
CC 二 7 到 二 nn 


根据 这 个 定义 ， 用 a, b,c 来 表示 A, B,C。 


A=m —n’ 根据 4 的 定义 
= (ce) — (a) 根据 m,n 的 定义 
=c—a 计算 

B = 2mn 根据 BB 的 定义 
=2c 0 根据 m,n 的 定义 

C=m +n’ 根据 C 的 定义 
=(c) +(e) 根据 m,n 的 定义 
=c +o 计算 可 得 


得 到 (A, B, C) = (c4 - ao4 2c2a2, c4 + aq4)。 因 为 a, bc 是 自然 数 ， 且 c> 
qa， 所 以 A, B, C 也 是 自然 数 。 


下 面 来 计算 A“ + B“。 
42 十 瑟 2 一 (cf 一 四 十 (2c ea 代入 A 二 一 at 吾 一 2c2a2 


(ec FE 六 和 和 十 o) 当 (2c2a2? 展开 (c: 2 : 
~ (ce —2ca 十 ca )+4dc a 展开 (2c ao) 


=c 十 2c ao +o 计算 
= 因数 





=0? 根据 C=c 十 a 


由 此 ，A, B, C 束 变 成 了 满足 下 式 的 一 组 目 然 数 。 


A<+B-=C- 


即 A, B, C 为 构成 直角 三 a 边 的 日 然 数 ，C 是 斜 边 ， 来 想 想 
这 个 直角 三 角形 的 面积 


[HH 
省 


面积 = 人 直角 三 角形 的 面积 
-Eeee) 代入 A=c a,B=2c0’ 
一 (c — a )e a 分 子 分 母 同时 除 以 2 


男 外 ， 由 a*+b*=c4 这 个 等 式 可 以 得 出 co 等 于 久 。 我 们 利用 这 个 
条 件 ， 继 续 求 直角 三 角 形 的 面积 . 


面积 = 人 直角 三 角形 的 面积 
= (c — a )c a 之 前 计算 的 结果 
一 besa’ 用 替换 0c 一 a 
= a bc 调整 顺序 
= (ai co) 构成 平方 数 的 形式 


所 以 这 个 三 角形 的 面积 为 平方 数 。 用 DD 答 换 ab“c 就 清楚 了 ， 如 下 所 
不 。 


由 此 可 以 推导 出 如 下 命题 : 


“存在 三 边缘 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 。” 


忆 一 方面 ， 由 "面积 不 构成 乎 方 数 的 种 角 三 角形 定理 "可知 如 下 命题 成 


MH.。o 


“不 存在 三 边 牢 为 目 然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 二 角 三 角形 。” 


这 就 构成 了 矛盾 。 因 此 由 反 证 法 可 知 : 


2 +y=Z 不 存在 目 然 数 解 。” 


这 样 束 证 明了 费 蕊 大 定理 一 一 虽然 只 证 明了 四 次 方 的 情况 。 
好 了 ， 这 样 我 们 的 工作 就 告 一 段 沙 了。 

解答 8-3 ”【〔 费 马 大 定理 : 四 次 方 的 情况 ) 

采用 反 证 法 。 

1. 假设 x 关 + y=z4 存 在 自然 数 解 。 

2. 假设 这 个 解 (x, y, z) 等 于 (a, b, c)。 

3. 令 m=c*,n=a’。 

4. 令 A=m’-n’,B=2mn,C=m +n’。 

5. 邻 DD=ab“c。 


ee 


7. 这 与 解答 8-1 相 巴 盾 。 

8. 因此 ，x4+y=z4 不 存在 自然 数 解 。 
8.5.3” 束 大 填 上 最 后 一 块 拼 图 
“我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 。? 米 尔 嘉 一 脸 满 足 地 说 道 。 
“后 然 这 么 徐 单 就 证 明 出 来 了 .……” 我 感叹 道 。 


“因为 有 你 的 证 明 啊 。 正 因为 跟 你 证 明 的 命题 相 迟 ， 我 才能 推导 出 太 
盾 。 我 做 的 只 是 填 上 最 后 一 块 拼图 。” 


米尔 对 突 睐 胀 地 讽 看 。 


“感觉 好 了 不 起 啊 ......” 秦 末 拉 说 志 ,，“ 用 反 证 法 的 话 ， 只 要 制造 跟 已 被 
证 明 的 命题 相 巴 盾 的 命题 残 可 以 了 呢 .…...” 


泰 示 拉 全 神山 注 ， 准 备 目 己 再 证 明 一 授 米 尔 肿 的 证 明 。 

“这 张 卡 厂 是 村 木 老 师 给 你 的 ? ?我 问 道 。 

“对 。 刚 刚 我 顺路 去 欢 公 室 的 时 候 拿 到 的 。” 

真 古 有 意思 的 证 明 。 泰 朱 拉 的 卡片 上 写 的 是 关于“ 卫 角 三 角形 的 面积 ” 
的 问题 。 用 她 那 张 卡片 上 的 问题 得 出 的 结论 ， 拓 然 能 证 明 FLT(4)。 


我 们 退 过 数学 公式 ， 将 卫 角 三 角形 的 图 形 世 界 和 FLT(4) 连接 在 了 一 
起 。 各 个 命 懒 并 不 是 散乱 的 小 星星 ， 而 是 像 星 座 那 样 在 某 处 相连 ..….…… 


“对 了 。*” 米 尔 嘉 说 道 ，“ 村 木 老师 问 我 们 去 不 去 冬季 的 公开 研讨 会 。” 
“公开 研讨 会 是 什么 ? " 索 打 拉 抬 起 头 ， 
“在 大 学 举办 的 面向 公众 的 研讨 会 。” 我 答 道 ，“ 也 就 是 讲座 。 村 木 老 师 


每 次 都 推荐 我 们 参加 。 云 年 我 和 米尔 吉 还 有 都 宫 ， 我 们 三 个 人 去 的 。 看 
来 今年 也 是 12 月 份 举办 啊 。” 


“人 家 也 想 去 ! ” 泰 示 拉 举 起 双手 ,，“ 啊 ...... 不 过 既然 要 听讲 ， 是 不 是 会 
有 故 试 啊 ? ” 


“没有 没有 。” 我 说 ，“ 任 何人 都 可 以 参加 ， 所 以 不 用 担心 。 话 说 回来 ， 


今年 是 什么 主题 ?” 


“ 忱 乌 大 定理 。?” 米 尔 史 人 答 道 。 


守 


然后 终于 由 此 得 出 无 限 持续 ， 

满足 同一 条 件 并 逐渐 缩小 的 目 然 数 。 
但 这 是 个 可 能 的 。 

因为 不 存在 无 限 缩小 的 自然 数列 。 
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第 9 章 最 美的 数学 公式 
柯 风 内 拉 抓 起 一 把 洁净 美丽 的 沙子 ， 
在 手掌 里 挫 开 ， 用 手指 沙沙 地 翻动 。 
“这 些 沙子 都 是 水 唱 ， 每 粒 水 铝 里 面 都 有 一 小 股 火 焰 在 燃烧 。>” 
他 梦 呈 山地 说 。 
一 一 写 痒 贤 治 《银河 铁 韦 之 夜 》 


9.1 最 关 的 数 条 公式 


9.1.1 了 欧 拉 的 陈 子 


又 旦 一 个 周末 ， 外 面 赛 风 阵 阵 ， 房 间 里 却 暖 洋洋 的 很 是 舒心 。 
尤 里 方才 还 在 安静 地 看 书 ， 不 知 怎 的 忽然 站 了 起 来 。 


我 把 视线 从 笔记 本 上 移 开 ， 尤 里 边 摘 眼镜 ， 边 对 我 露出 带 有 深意 的 笑 


“我 说 哥哥， 你 知道 最 美的 数学 公式 ' 吗 ?” 
“知道 啊 ， 欧 拉 的 式 子 ，er= -1 是 吧 ? ” 
“最 美的 数学 公式 ”( 欧 拉 的 式 子 ) 
i 
“ 喊 ， 你 为 什么 会 知道 啊 。” 尤 里 的 脸 上 写 着 两 个 大 字 一 一 “无 聊 ”。 
“因为 很 有 名 啊 ， 只 要 是 理科 生 都 知道 。” 
“是 吗 ? 话说 这 个 数学 公式 是 什么 意思 啊 ? ” 
| 


“你 看 ， 久 股 定 理 的 话 束 有 ' 耳 角 三 角形 三 边 的 关系 ?"， 这 个 欧 拉 的 式 了 
呢 ? ” 


“说 的 也 是 ......” 用 一 句 话 很 难 讲 明白 啊 。 
“比如 说 ，e 是 什么 ? ” 


“是 卓然 对 数 的 压 ， 是 个 著名 的 常数 。e = 2.71828 ... 它 是 个 无 理 数 。” 


“ 没 昕 说 过 。 那 个 ，e 严 的 1 是 这 =-1 对 吧 ? >” 
“对 ，i 是 虚数 单位 。” 
“是 国 周 床 3.14 ... ? ” 
“对 ，T= 3.14159265358979 ... 是 个 无 限 循环 的 无 理 数 。” 
ee 我 最 不 明白 的 是 e 的 证 次 方 。 
ei" (什么 意思 ? 
“<j 因 ， 确实 。 39 
“大 家 都 明白 这 个 数学 公式 的 意思 吗 ? 人 家 不 异 啊 ! ”万 里 将 双 臂 交叉 在 
胸 前 , “很 奇怪 不 是 中? 要 是 23 我 就 明白 。 二 的 三 次 方 ， 连 续 乘 3 个 2? 
束 好 啤 ，e 也 一 样 ， 再 怎么 复杂 的 数字 终究 还 是 数字 啊 。 不 过 int 次 方 是 
么 回 事 ? 难道 滋 这 个 e 吗 ?我 不 明日 。” 
“说 的 也 是 。” 


“说 什么 “最 美的 数学 公式 :， 我 还 以 为 是 什么 样 的 呢 ， 可 是 人 家 看 了 这 个 
er= -1 的 式 子 也 完全 不 明白 什么 意思 。 没 法 说 它 ‘ 美 ; 噜 ! ” 


我 不 知 怎 的 ， 竟 然 党 得 有 些 高 兴 。 

“万 里 真 聪明 啊 .…………? 我 想 要 换 措 她 的 凑 ， 尤 里 却 拨 开 了 我 的 手 。 

“我 说 ...... 别 随 随便 便 探 女孩 子 尖 发! ” 

“好 好 ...... 我 们 平常 看 到 23 就 会 想 到 :连续 滋 3 个 2: 对 吧 。 但 是 为 了 理 
解 欧 拉 的 公式 ， 我 们 必须 把 这 个 想法 远 远 执 开 。 这 个 呆 ..…….. 因为 err= -1 
I 能 先 学 欧 拉 的 公式 会 比 
Je/ 

“ 那 就 教 给 人 家 嘛 ! 把 e 习 in 次 有 意义 吗 ?” 

“虽然 需要 转换 一 下 思维 ， 不 过 还 是 很 有 意义 的 。 想 听 吗 ? ” 


“ 嘱 ! 不 过 人 寄 也 能 明日 吗 ?” 

“能 明日 的 。 只 要 稍微 降低 一 下 严 话 度 ， 过 程 应 该 不 是 很 难 。” 
2 
a 下 


我 妈 禹 了 蔚 门 走 了 进来 ， 清 脸 合 俊 不 花 。 


“不 好 意思 打 抄 你 们 和 学习 了 ， 有 位 可 爱 的 跟踪 狂 ? 从 刚才 开始 驶 在 大 门 前 
走 来 走 去 。 是 不 是 你 的 朋友 啊 ? ” 


跟踪 狂 ? 

我 打开 大 门 ， 只 见 一 个 小 个 子女 生 在 门口 屋 乱 地 践 来 践 去 。 
是 泰 朱 拉 。 

9.1.2 ”了 欧 拉 的 公 云 

我 们 回 到 了 我 的 房间 。 

小 小 的 加 前 ， 围 坐 看 我 、 尤 里 还 有 和 泰 朱 拉 。 我 妈 拿 来 了 红 寻 和 和 集 娄 。 
“ 冻 坏 了 吧 ， 别 客气 ， 当 自己 家 就 行 。” 


泰 洒 拉 舌 头 都 打 结 了 ， 紧 张 得 不 行 。 

“对 对 对 对 对 不 起 ， 我 没 想来 学 长 家 里 打扰 学 长 ， 只 是 偶然 路 过 .……….” 
“没什么 ， 了 刚刚 我 在 跟 盛 里 一 起 研究 数学 呢 。” 

“好 久 不 见 ， 泰 条 拉 。” 尤 里 打 了 个 招呼 。 

对 哦 ， 她 们 俩 从 尤 里 动 完 手术 出 阮 以 后 束 没 见 过 了 。 


两 个 人 互相 对 视 了 一 阵子， 不 一 会 儿 ， 深 深 地 同 对 方 行 了 个 礼 。 


“学 长 在 解 题 吗 ? ” 泰 赤 拉 问 我 。 
“我 在 解释 欧 拉 的 公式 .……… 这 就 是 欧 拉 的 公式 。” 


OO OO OO 
吹 拉 的 公式 (指数 函数 和 三 角 疯 数 ) 
ef = cosg +ising 


这 束 古 欧 拉 的 公式 。 肯 先 不 记 虚数 早 位 i， 先 试看 看 看 这 个 式 了 于。 这 个 
式 子 左边 是 指数 函数 ， 石 边 却 是 三 角子 数 。 


数 函 数 是 急剧 增 大 的 函数 。 


吕 


V 二 皖 的 图 像 





指数 图 数 的 图 像 
三 角 函 数 是 波状 图 像 。 










xy 一 sinx 的 图 像 
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Bs i Cs Cs Cs Cs ss Cs Cs ss FE 


三 角 浮 数 的 图 像 


在 欧 拉 的 公式 中 ， 指 数 函 数 和 三 角 函数 这 两 个 具有 截然 不 同性 质 的 函数 
居然 被 用 等 号 连接 了 起 来 。 真 是 奇妙 啊 。 

首先 ， 先 说 一 下 能 从 欧 拉 的 公式 推导 出 欧 拉 的 式 子 好 了 。 先 把 欧 拉 的 公 
式 写 在 这 里 。 


er ~— cos + ising 


将 圆周 率 工 代入 公式 ， 符 换 公 式 中 的 变量 0。 


Be 一 Cos 开 十 1sin 开 


看 之 前 y = cos x 的 图 像 就 能 得 到 cos rt 的 值 了 。 因 为 当 x=n 时 y= -1， 
所 以 cosT = -1， 由 此 我 们 可 以 得 到 以 下 式 子 。 


el] 二 isinn 


看 y= sinx 的 图 像 束 能 得 到 sin 7 的 值 。 因 为 当 x=z 时 y=0， 所 5 sin 


T= 0。 


er 一 -1+Tix0 
最 后 ， 我 们 用 ix 0=0 这 个 和 条件。 看， 得 出 了 欧 拉 的 式 子 。 
er 一 一 ] 
也 就 十 说 , “最 闫 的 数学 公 式 ” 指 的 是 欧 拉 的 公式 中 06=7t 时 的 情况 。 
O O O 


“我 六 哥哥 .…… 等 一 下 呆 ， 欧 拉 的 公 云 中 出 现 欧 拉 的 式 子 这 点 人 家 能 明 
日 ， 可 是 人 家 还 是 中 学 生 ， 怎 么 会 明日 指数 施 数 和 三 角 函 数 什 么 的 


奈 打 拉 人 微笑 看 看 着 我 和 尤 里 。 

“可 可 ， 话 说 回来 ，sin x 不 是 sin 来 以 x 吗 ?” 

“ 呢 ， 不 是 。sin x 是 个 函数 。 加 个 插 写 写成 sin(x) 应 该 更 好 理解 吧 。 知 
道 了 x 的 值 ， 束 知道 了 与 之 相对 应 的 sinx 的 值 。 这 就 是 函数 。 打 个 比 
方 ，sin 0 的 值 是 0。 意 思 是 当 x=0 时 ，sinx = 0。 你 看 y= sinx 的 图 
像 ， 是 通过 (x, y) = (0, 0) 这 一 点 吧 。” 
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“ 同 理 ， 当 X= 了 时，sinx=1， 当 x=n 时 ，sin x =0。 从 图 像 看 得 出 来 
?2 93 


“上 照 ..….... 这 个 是 叫 正弦 曲线 吧 ? ” 

“ 没 钳 。 满 足 y = sinx 的 点 (%,y) 的 集合 束 构 成 正弦 曲线 。” 
“人 家 明日 了 嘛 。” 

“ 那 尤 里 ，cos 7 的 值 是 多 少 ? ” 

“不 知道 。” 


“ 忠 喂 ， 看 看 图 像 啊 ! ” 


“了 ， 这 样 啊 。 曙 ...... cos 这 边 是 吧 。 当 x 等 于 元 时 ， 纵 坐标 位 于 曲线 下 
面 啊 。 是 -1 吧 ?” 是 吧 ，cos n=-1。” 


“ 曙 ， 管 对 了 。 尤 里 你 明日 了 啊 。” 


“所 以 人 家 都 ! 说 ! 了 ! 人 家 明白 了 啦 ! 话说 回来 ， 人 家 问 的 是 ei" 
啊 ! ” 
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我 跟 尤 里 你 一 句 我 一 名 地 说 看 ， 泰 示 拉 则 议 静 地 哆 看 红 作 。 忆 学 得 她 跟 
平时 有 些 人 不同， 似乎 在 圣 受 这 种 氛围 般 ， 人 微 敌 地 突 看 。 


“这 房间 给 人 一 种 很 安心 的 感觉 呢 。” 
9.1.3 ”指数 运算 法 则 
“ 那 我 们 脱离 了 欧 拉 的 公式 ， 先 从 基础 的 地 方 开 始 理 解 。 如 果 有 什么 不 明 
白 的 ， 尤 里 和 泰 条 拉 都 可 以 打 断 我 。 在 看 到 23 (二 的 三 次 方 》 这 个 数学 
公式 时 ， 我 们 已 经 自然 而 然 地 会 想到 指数 ， 即 位 于 2 右上 方 的 小 3， 它 
表达 的 是 :和 溢 以 2 的 个 数 '。” 
2 一 2x2X2 

aa ram 

涤 以 3 个 2 
“ 弃 ， 这 个 弄 错 了 吧 ? ”万 里 问 道 。 
“不 ， 没 弄 错 ， 百 分 百 正 确 。 如 果 指 数 是 1, 2, 3, 4, .…… 的 话 ， 也 可 以 将 指 


数 表达 为 乘 以 的 个 数 '。 当 然 ， 当 指数 为 1 的 时 候 实际 上 不 能 构成 乘法 
运算 ， 这 个 不 用 我 说 吧 。” 


2 
Wn 
潜 以 1 个 2 


“上 器。 我 明日 。” 尤 里 回答 。 泰 未 拉 也 后 尖 。 


“那么 当 指数 为 0 时 会 如 何 呢 ? 20 等 于 多 少 ? "我 问 道 。 


0 
“应 该 等 于 1 吧 ? ” 泰 示 拉 回 众 。 
“ 泰 洲 拉 回 答 正 确 。2 是 等 于 1 的 。” 
2 =1 
“ 误 ? 为 什么 ”明明 乘 以 0 个， 为 什么 不 是 0 啊 ? ” 
“ 泰 末 拉 你 能 解释 一 下 为 什么 29=1 吗 ?” 


“ 唱 ? 让 我 来 解释 吗 ? 不 好 意思 ， 我 说 不 好 。” 


“这 么 想 束 能 理解 了 ， 像 2 2°, 2 2", 2° 这样， 把 指数 逐次 减 去 1， 它 


一 来 计算 结果 会 有 怎样 的 变化 呢 ? 


| | 


“16 ~ 8 ~ 4 ” 2， 每 次 都 会 变 成 原来 的 一 半 呢 。” 


“对 ， 如 于 从 27 的 指数 n 减 去 1， 那 么 2 的 值 束 会 变 成 原来 的 二 分 之 
一 。 如 果 我 们 从 27 的 指数 中 减 去 1， 那 么 2 会 变 成 什么 ， 按 照相 容 性 


就 不 用 我 说 了 吧 。” 
“因为 是 2 的 一 半 所 以 ...... 呵 ， 得 1! 原来 22=1 啊 。” 
“是 啊 。 所 以 我 们 确定 22 = 1。” 


“ 喝 .… ,不 过 感觉 有 点 不 能 接受 吐 。” 


“我 也 是 。 听 看 听 看 束 越 来 越 不 明日 了 。 束 像 尤 里 说 的 那 梓 ， 刀 完 得 冬 
PAO Les 很 别扭 。 感 沉 像 是 便 加 上 去 的 结论 ......” 

“ 眼 喂 ， 你 们 的 思路 又 回 到 ' 乘 以 的 个 数 '* 上 面 去 了 了。 我 说， 只 要 把 指数 理 
解 成 ' 滋 以 的 个 数 :， 束 不 可 能 理解 了 。 即 使 理解 了 ， 也 会 觉得 是 没 理 也 
要 辩 三 分 ， 硬 加 上 去 的 。 只 要 思维 还 停留 在 ' 乘 以 的 个 数 * 这 里 ， 就 没 法 
逃 出 上 自然数 的 束缚 。 也 束 是 说 ， 虽 然 能 明白 1 2, 3, 4, ... 这 样 的 具体 例 
子 ， 但 是 像 0 和 -1 这 样 一 脱离 目 然 数 ， 束 会 弄 不 清楚 了 。” 

“ 尤 里 能 明白 0 个 哦 ! 就 是 “没有 ’ 啤 。” 
“不 过 说 到 '‘ 乘 以 0 个 ;你 就 搞 不 清楚 了 吧 。 
“这 个 嘛 ， 是 这 样 没 错 ......” 

“而 是， 要 是 说 到 -1 个 你 该 怎么 办 呢 ? >” 

“-1 个 就 是 偿 了 1 工 个 呆 ， 束 是 这 么 回 事 哎 。” 

“器 ， 这 种 ‘解释 ;在 某 些 情 况 下 是 对 的 。” 我 点 涉 ，“ 但 是 希望 尤 里 你 能 明 
白 ，' 解 释 ; 也 是 有 限度 的 。0.5 个 昵 ? 个 怎么 办 ? i 个 昵 ? in 个 是 什 
么 意思 ? 对 吧 。” 

“这 样 啊 ...... 一 开始 人 家 就 问 的 这 个 啊 。” 

“ 呈 ， 所 以 说 ， 只 在 自然 数 的 情况 下 ， 我 们 才 用 '‘ 科 以 的 个 数 ; 来 思考 指 
数 。 我 们 不 去 强行 解释 0 个 和 -1 个 的 情况 ， 不 用 '‘ 习 以 的 个 数 ' 来 定义 指 
数 ， 而 是 用 :数学 公式 :来 定义 。 我 们 要 站 在 这 个 立场 去 想 问 题 。” 

“用 数学 公式 来 定义 ? ”泰和 汞 拉 和 万 里 同时 提出 了 疑问 。 


“对 。 现 在 我 们 要 定义 2x 的 含义 。 我 们 把 指数 按 下 面 这 样 定义 ， 使 其 满 
足 指数 运算 法 则 。” 


指数 运算 法 则 


NO 
NE 


“一 般 情况 下 也 可 以 用 正 数 a > 0 解释 指数 运算 法 则 ， 不 过 举 出 具体 数字 
更 容易 思考 ， 所 以 我 用 2 来 解释 。” 


“学 长 ， 在 讲 之 前 我 有 个 问题 ..…..” 素 条 拉 举 起 手 ，“23 的 3 叫 作 :指数 :是 
吧 ， 那 么 23 的 2 叫 什 么 昵 ? ” 


“四 作 * 底 ;， 也 叫 " 底 数 ,。” 
“ 泰 洒 拉 你 很 在 乎 叫 什么 吗 ? * 尤 里 问 道 。 


“ 别 ， 非 稼 在 乎 。 这 么 重要 却 叫 不 出 名 字 ， 心 里 总 不 是 很 没 展 吗 ? 能 叫 
出 名 字 ， 不 就 安心 了 吗 。 万 里 你 不 这 么 觉得 吗 ? ” 


“ 咽 ， 是 这 样 吗 ......” 


一 二 和 觉得 泰 示 拉 在 平时 部 十 一 个 手忙脚乱 的 妹妹 角色 ， 这 么 跟 尤 里 行 在 
一 起 一 对 比 ， 感 沉 她 一 下 沉静 成 熟 了 许多 .….… 


“哥哥 ! 继续 继续 ! 继续 讲 怎么 用 指数 运算 法 则 定义 指数 ! ” 
“比如 说 我 们 要 研究 2 的 值 ， 指 数 满 足 指数 运算 法 则 。 
D5 x pA = 75 +t 


所 以 ， 在 指数 运算 法 则 中 代入 s= 1,t= 0， 这 个 等 式 也 成 立 。 不 成 并 就 
难 办 唆 。” 


2 2 
“ 蛾 .…... 然 后 昵 ? ” 
“计算 右边 的 指数 1+0=1， 则 存在 以 下 等 式 。 


2 


由 指数 运算 法 则 我 们 可 知 2 的 值 ，2* = 2。 因 此 可 得 到 如 下 等 式 。 


2 
在 等 式 两 边 同 时 除 以 2 的 话 ，2° 的 值 就 确定 为 1 了 。” 
2 =1 


“等 一 下 等 一 下 1 * 尤 里 说 道 ，“ 刚 才 我 们 王 了 什么 ? 没 把 指数 想 成 乘 以 
的 个 数 "， 直 接 用 指数 运算 法 则 定义 .…… 吗 ?” 
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“原来 如 此 .…...” 索 赤 拉 扣 尖 ,“ 看 看 指数 运算 法 则 ， 想 办 法 让 指数 中 出 
现 0， 然 后 由 2- 的 值 确 定 2 的 值 .…...” 


“ 束 是 这 样 。 你 们 已 经 成 功 脱 离 ‘ 习 以 几 个 2 的 想法 了 人， 我 们 以 指数 运算 
法 则 为 基础 确定 了 要 求 的 值 。” 


“我 想起 来 了 .….“ 泰 条 拉 说 道 ，“ 原 来 听 过 站 等 于 V3。 要 遵守 相 容 性 对 
吧 。 严 格 按照 指数 运算 法 则 算出 0 次 方 。” 


泰 条 拉 看 上 去 理解 得 很 透彻 了 。 

而 尤 里 却 在 抱怨 。 

“哥哥 ， 刚 刚 秦 条 拉 说 的 我 也 懂 ， 可 是 束 是 接受 不 了 哨 ...... 刚刚 代入 了 s 
=1,t=0 肥 ， 可 是 惑 这 样 随 便 想 个 值 好 吗 ? 用 别 的 s,t 会 不 会 得 出 别 的 
值 昵 ..…... 虽 ， 我 说 不 好 .>” 

我 举 起 手 ， 示 意 尤 里 停 一 停 。 

“感觉 真 敏锐 啊 ...... 没 事 ， 我 明白 你 想 说 什么 。 你 想 问 指数 运算 法 则 究 
葛 有 没有 满足 相 容 性 是 吧 。' 定 义 指数 ， 使 其 满足 指数 运算 法 则 ;这 点 没 
什么 问题 ， 但 是 不 是 适用 于 所 有 指数 呢 ? 数学 上 将 这 种 严格 适用 于 所 有 
情况 的 定义 称 为 well-defined。” 


“well-defined。” 尤 里 重复 了 一 允 。 


“数学 领域 中 要 定义 什么 的 时 候 ， 必 须 证 明 这 个 定义 是 well-defined 的 。 
不 能 随便 创造 法 则 ， 蝴 便 定义 概念 。 这 样 束 失去 相 容 性 了 。 时 然 现 在 偿 
没有 证 明 ， 但 指数 运算 法 则 是 well-defined 的 。 


跟 她 们 讲 着 well-defined， 我 想起 了 米尔 嘉 说 过 的 话 。 


“无 矛盾 性 是 存在 的 基石 。* 


无 地 厦 性 吗 ...... 我 刚刚 表达 为 “ 相 容 *。 这 不 就 是 无 邓 盾 性 吗 ? 同样 运用 

指数 运算 法 则 ， 如 果 20 的 值 一 会 儿 是 1， 一 会 儿 是 0， 这 就 矛盾 了 。 可 

EE 像 这 样 具有 矛盾 的 法 则 中 不 能 存在 2 这 个 概念 。 原 来 如 
I 的 硝 , “无 下 盾 性 是 存在 的 基石 ”。 

“Ts the term ‘well-defined’well-defined?” 冬 和 朱 拉 问 建 

A 

“well-defined 这 个 概念 是 well-defined 的 吗 ...... 

“ 秦 打 拉 ...... 你 到 压 是 何人 ?” 

9.1.4 -1 次 方 ,，5 次 方 

“我 襄 ， 是 不 是 也 可 以 算 人 负数 次 方 啊 ? ”万 里 问 道 

“我 们 斌 试看 吧 。 叮 .……… | 

“不 呆 ， 让 人 冢 来 ! 根据 指数 运算 法 则 对 吧 ...... 
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De 代入 s=1,t= 一 1 
2 x2 一 2 计算 1 十 (-1)}=0 
2x2 :=1 因为 2 = 2,2 二 1 
2 等 式 左右 两 边 同时 除 以 2 


“ 解 出 来 啦 ! 原来 2 一 2 啊 。” 
“ 喝 ， 解 出 来 了 。" 我 说 . 


“学 长 ， 这 下 关于 所 有 的 整数 n =..., -3, -2, -1 0,1 2, ... ，22 的 值 都 确定 
了 对 吧 。” 


“ 族 ? 为 什么 啊 ? ， 


“因为 根据 指数 运算 法 则 ， 乘 以 2 指数 束 相 应 地 加 上 1， 乘 以 2 指数 
束 相 应 地 减 去 1。” 


“ 啊 ， 这 样 啊 。 之 后 只 要 重复 融 好 了 。 ”万 里 点 头 。 


“ 没 蚀 。 运 用 指数 运算 法 则 ， 不 仪 可 以 算 整 数 的 次 方 ， 还 能 算 有 理 数 的 
次 方 哦 。 打 个 比方 ， 我 们 来 算 一 下 2 的 值 。” 


(2°) = 2 指数 运算 法 则 
(3 = 2 代入 s= 35, 一 2 
(23) =2 计算 > .2=1 
( 2) =2 计算 2 = 2 
25 = V2 两 边 同 时 开平 方 


六 | 


“对 对 ，3 次 方 是 平方 根 呢 。” 秦 茶 拉 说 道 。 
“ 咽 ..….. 最 后 那里 好 像 有 点 奇怪 吧 ? ” 尤 里 问 道 。 
“ 咽 ， 我 没 解释 到 位 ， 尤 里 你 居然 注意 到 了 ..….…...” 
“什么 奇怪 啊 ? * 泰 条 拉 重 新 看 了 一 遍 式 子 。 
“这 个 嘛 ， 在 求 平方 根 那里 。” 尤 里 说 道 。 


“对 ， 在 求 平 方 根 的 时 候 ， 必 须 说 明 25 > 0。 因 为 平方 得 2 的 数 有 +v3 
和 一 v2 两 个 数字 。” 


“哎呀 呀 ,居然 还 有 条 件 挡 着呢 ! ” 泰 杀 拉 说 道 。 
9.1.5 ”指数 函数 


“我 们 的 目的 古 合 明 欧 拉 的 公式 ， 所 以 下 面 和 做 加 快 扣 速度， 从 的 微 
分 方程 来 思 知 指数 函数 。” 


“做 分 方程 ? ”万 里 问 盾 。 
ex 的 做 分 方程 


en 一 1 

(ez) ”=e “ 求 微分 后 形式 也 相同 ” 
“我 们 假设 指数 函数 是 满足 以 上 这 样 的 微分 方程 的 函数 。” 
“哥哥 你 一 口 一 个 微分 方程 ， 人 家 听 都 没 听 过 。” 
“上 呵 ， 说 的 是 啊 ， 不 过 你 等 一 下 ， 即 使 不 理解 微分 方程 ， 只 要 明 摇 这 个 
式 子 的 形式 束 可 以 了 ...... 为 了 求 指数 函数 的 具体 形式 ， 我 们 像 下 面 这 
样 ， 把 指数 冰 数 写成 暴 级 数 的 形式 。” 


TT dl 有 
e 二 TTT UT 十 要 3 下 十 


“又 出 来 新 词 了 .…… 窜 级 数 ? ， 
“ 词 是 很 难 ， 不 过 你 只 看 数学 公式 就 行 了 。 


e。 00 指 的 是 x 的 0 次 方 项 ， 系 数 是 aq。 
。 aqaIX 指 的 是 xx 的 工 次 方 项 ， 系 效 是 ai。 
。 axX- 指 的 是 x 的 2 次 方 项 ， 系 数 是 qa,.….…. 
然后 ， 我 们 把 X 的 0 放 方 项 、1 雇 方 项 、2 识 方 项 .…… 这 些 项 无 限 相 


加 ， 把 这 个 相 加 的 式 了 称 为 军 级 数 。 我 就 是 想 用 和 级 数 的 形式 表示 指数 
函数 。” 


“这 个 .….. 尤 里 你 这 话 真 犀利 啊 ， 不 是 什么 函数 都 能 用 军 级 数 来 表示 
的 。 但 是 关于 这 点 我 们 先 .….…. 省 略 。” 


“ 喇 .…..... 好 吧 ， 束 放 你 一 马 。” 
“求人 微分 是 从 函数 创造 函数 的 一 种 方法 。 用 prime () 这 个 从 写 。 关 于 乌 
分 ， 现 在 我 们 只 前 要 考虑 两 条 法 则 : 第 一 条 法 则 是 ， 第 数 的 做 分 结果 等 


于 0; 男 一 条 法 则 是 ，x* 的 微分 结果 等 于 kx* 。 刚 才 我 说 的 两 条 法 则 可 
以 价 下 和 面 这 样 用 数学 公式 表达 。 


(四 二 测 
| (ze) = kr 


接着 ， 我 们 试 厦 把 这 两 条 法 则 应 用 到 刚才 的 ‘指数 疯 数 的 暴 级 数 ' 上 
面 。”( 其 实 必须 证 明 微分 算 子 的 线性 和 对 于 虹 级 数 的 可 适用 性 ， 不 过 
在 此 束 符 略 了 。 ) 

人 蒜 东 拉 你 明白 这 些 吧 ? ” 


“ 喝 ， 原 来 做 过 一 些 这 方面 的 题 。” 


“| 三 蹇 | ?? 

er 一 a0 十 alz 十 aog 十 asz + 指数 明 数 的 大 级 数 
(e) = (oo +aaz+aaz? + aazs 十 …)】 ”对 等 式 两 边 求 微分 
(e*Y = 0 十 lal 十 2aaz 十 3asz 十 …. 计算 右边 式 子 


“ 求 短 分 后 形式 也 相同 ’ 指 的 束 是 指数 函数 的 微分 方程 。 也 束 是 说 ， 等 式 
(ae) =e 成 立 。 我 们 把 两 边 都 换 成 暴 级 数 的 形式 看 看 。 


| EL | f 一 Ew 


| ， 二 2 | 
lai 十 2ao7 十 3032 十 .一 上 0 十 加工 十 加 下 十 四 下 十 


这 样 比较 一 下 等 式 两 边 的 系数 ， 束 可 以 得 到 以 下 等 式 。” 


| la 一 an 
dn 一 了 
da3 ”一 aa 
Raok = Agr_l 


“把 它们 稍微 变 个 形式 ， 束 可 以 写成 以 下 这 样 。 


me 
3 
wl ji 一 请 


QE—1 
六 


好 好 看 一 下 这 些 等 式 ， 确 定 了 ao 的 值 ，aj 的 值 也 束 确 定 了 。 确 定 了 ai 
的 值 ， 然 后 as 的 值 也 就 确定 了 ...... 就 像 这 样 ， 跟 多 米 诺 骨牌 一 样 一 个 
个 确定 值 。 那 么 ao 是 什么 ? 实际 上 考虑 一 下 ex 的 暴 级 数 ， 就 不 难 确定 
ao 的 值 了 。 


0 ee or ,二 
Be” 一 上 0 十 器 开 十 QoT 十 如 IT 十 


代入 x=0， 束 可 以 消去 ax+ ayx* + aax +... 中 含有 x 的 部 分 了 。 因 为 
我 们 已 知 在 微分 方程 中 e0 = 1， 所 以 .…… 


0 号 _ 9 
e =m0+a:0+a:0 +as. Pas 


l=r 加 


也 就 是 说 o =1。 既 然 确定 了 @ 2 





性 1 
Q1 二 了 了 二 于 
WE 
d2 一 2 一 了 1 
ol 1 
U3 三 3 = 2.1 
kl1 1 
Qk 一 
FT 


“因为 在 这 里 庆 …3.:2.1 可 以 用 阶乘 表示 为 kl， 所 以 可 得 以 下 等 式 。 


| h 
rT rl rT 下 


这 是 将 指数 函数 ex 泰勒 展开 得 到 的 暴 级 数 。 在 此 ， 我 们 明确 写 出 x 和 
EO OE Ee 


指数 函数 ee 的 泰勒 展开 


9.1.6 ”这 守 数学 公式 
“那么 ， 接 下 来 到 指数 函数 的 高 漳 部 分 唆 。” 
“| 陈 ? 3?? 


“刚才 我 们 丢 反 了 指数 表示 的 是 乘 以 的 个 数 : 这 个 概念 对 吧 ， 取 而 代 之 ， 


我 们 把 它 理 解 成 芝 守 指数 运算 法 则 这 个 数学 公式 的 数字 。 从 数学 公式 具 
有 的 相 容 性 出 及， 延伸 指数 的 侣 义 。 这 次 我 们 再 重 复 一 通 刚 才 的 工作 ， 
也 融 是 说 利用 数学 公 却 来 定义 指数 畏 效 。 怎 么 办 呢 ? 我们 把 刚才 的 泰勒 


进行 (指数 函数 定义 '。” 


“ 呈 ? 人 家 不 太 明白 呢 。 我 说 哥哥 ， 不 是 之 前 有 过 指数 函数 ， 我 们 已 经 
把 它 泰勒 展开 了 吗 ? ， 


“对 。 确 实 是 这 样 。 不 过 在 泰勒 展开 的 时 候 ， 指 数 函 数 ex 的 x 毕竟 还 在 
实数 范围 内 。 现 在 我 们 力 在 指数 函数 久 的 x 里 加 入 复数 ， 所 以 要 利用 
泰勒 展开 得 到 的 只 级 数 这 种 数学 公式 的 形式 ， 来 定义 指数 函数 。” 


“还 记得 欧 拉 的 公式 左边 是 什么 样子 吧 ? ” 
1 


已 


对 吧 ? 为 了 求 出 e*， 我 们 在 指数 函数 的 暴 级 数 中 代入 x= 齐 。 这 可 以 议 
是 出 于 对 数学 公式 的 信任 而 进行 的 ‘大胆 的 代入 ’。 


“J 呈 1! ”泰和 东 拉 沉 天 了 好 一 会 儿 ， 突 然 爆 及 了 。 
“ 咋 了 咋 了 咱 了 ? ! ” 尤 里 也 跟 看 大 叫 起 来 。 
“什么 事 啊 ? ! ”我 妈 赶 过 来 了 。 


为 什么 连 老 妈 部 过 来 了 啊 .……… 


“对 不 起 对 不 起 ， 没 什么 。 我 只 是 有 扩 吃 慰 


9.1.7 癌 三 角 疯 数 淋 起 桥 染 

“ 泰 条 拉 ， 什 么 让 你 那么 吃惊 啊 ? ” 尤 里 问 道 
“我 知道 cos 6 和 sin 6 的 泰勒 展开 。” 

“不 愧 是 高 中 生 。” 

“不 ， 只 是 学 长 ...... 私 下 有 教 过 我 。” 


eeeeee 人 


尔 拉 红 了 上 脸 。 


尤 里 一 瞬间 露出 了 不 开心 的 表情 ， 不 过 马上 束 恢 复 了 原样 。 


“cos 9 和 sin 9 的 泰勒 展开 是 什么 样子 的 ? 


“是 这 样 的 。 

cos 0 的 友 勒 展开 
Hn 及 时 
COS 二 十 一 十 一 十 一 
0! 2 4! 

sin 0 的 泰勒 展开 
gl 人 矶 
sf 一 十 一 十 一 十 一 
l! 3 ]| 


“ 嘱 ? 然后 呢 ? ” 尤 里 问 道 
“万 里 你 不 筑 得 很 吃 慨 吗 ? ” 

“为 什么 要 吃惊 啊 ? ” 

“因为 欧 拉 的 公式 不 是 已 经 出 来 了 吗 ?” 
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12 ?? 


Wh cos 9 是 0,2,4,6,... 这样， 只 出 现 了 偶数 对 吧 。 而 snb 是 1,3， 
7, ... 这 样 ， 只 有 奇数 对 吧 ? 


尤 里 似乎 还 个 太 明 日 。 


“了 怠 是 这 样 。?” 我 说 , “共和 采 拉 先 注 意 到 了 。 总 之 ， 元 杂 好 看 看 指 私 国 数 
ex 和 三 角 冰 数 sn 9，cos 6 的 泰勒 展开 ， 人 然后 欧 拉 的 公式 就 会 出 来 了 。 


“ 座 ? 光 用 说 的 人 家 怎么 能 明白 咏 ， 要 写 出 来 解释 给 人 家 听 嘛 一 


O O O 
5 么 首先 写 出 ex 的 泰勒 展开 。 
们 | 2 | | 3 


然后 ， 代 入 x=i09 (大 胆 地 代入 ) 。 


(A G9)! (68) (93 (G0) (08)? 
各 


计算 (9) = 让 的 ， 


和 Hp! lp! EE 3 ;和 4 ?7 
0 1 2 


然后 利用 关 =-1， 只 留 下 奇数 次 的 i。 这 时 也 得 注意 符号 。 


接 下 来 把 6 的 偶数 次 项 和 奇数 次 项 分 开 多 列 。 


心 全 此 
9 的 偶数 次 项 人 


ii 的 it 


0 的 奇数 次 项 ee ww 


明日 了 吗 ? 在 指数 函数 ee 的 需 级 数 中 代入 x= 记 ， 然 后 吏 把 6 的 偶数 次 
项 和 奇数 次 项 分 开 了 。 里 然 和 泰 示 拉 写 的 三 角 函 数 的 泰勒 展开 一 对 比 丈 


Rs 而 “0 的 奇数 识 项 ? 古 在 
sin 9 的 泰勒 展开 中 乘 了 一 个 i。 把 它们 加 在 一 起 ， 欧 拉 的 公式 束 出 来 


:9 7 i 82 i0 .0 .i0 
Of HH 2 3 4 5 


的 的 名 
三 
- (+5 -中 括号 中 是 cos 
二 0 0 0 村 
+ + 一 人 二 和 括号 中 是 sin9 


一 cogS0 二 + ising 

里 然 略 去 了 很 多 需要 严 课 讨论 的 部 分 ， 不 过 总 算 完 成 了 。 如 何 ， 尤 里 ? 
OO OO OO 

“如 何 ， 尤 里 ? ” 
“ 咽 .,,…" 龙 里 雏 着 眉头 认真 地 思考 着 ，* 我 说 哥哥 ， 这 次 讲 的 欧 拉 的 公 
式 ， 人 和 家 还 没有 完全 明 蝗 。 束 这 村 突然 跳 到 指数 函数 、 三 角 函 数 、 做 分 
方程 太 难 了 啤 。 人 家 感光 脑子 部 快 炸 了 啦 。 
万 里 双手 盘 在 胸 前 ， 继 续 说 着 。 
“不 过 啊 ， 也 有 人 家 能 明白 的 部 分 ， 就 是 e" 的 意思 。 在 听 哥 哥 讲 以 前 我 
都 一 直觉 得， 这 炊 方 甫 定 没 有 意义 ! 因为 我 一 下 认为 指数 就 是 '‘ 乘 以 的 


个 数 "。 是 泰 赤 拉 说 的 吧 ， 没 理 也 要 关 三 分 ， 价 加 上 去 的 。 不 过 听 哥 哥 
用 和 虞 级 数 讲 过 以 后 ， 人 家 才 明 日 目 己 之 前 部 错 了 。 这 不是 价 加 上 去 的 ， 


个 是 用 ' 乘 以 的 个 数 : 来 定义 指数 ， 而 是 用 指数 过 导读 见 这 个 用 学 公民 有 
定义 。 还 有 ， 指 数 函 数 @* 也 是 用 需 级 数 这 个 数学 公 却 定 义 的 。 


万 里 用 为 地 点 了 好 几 次 头 ， 马 尾 辫 配合 痢 头 部 的 摆动 播 邯 痢 。 
“ 尤 里 真 聪明 ! 居然 能 明日 这 么 多 ! ”我 义 不 住 赞叹 。 


“学 长 ， 刚 才 尤 里 一 襄 我 也 感 千 到 了 。” 秦 末 拉 说 道 ， “用 指数 运 界 法 则 
定义 ， 还 有 用 逢 级 数 定义 ， 学 长 部 非 第 重视 数学 公式 呢 。 


“ 喝 ， 承 是 这 样 。 可 以 说 是 “信赖 数 学 公式 ”。 
“还 有 和 长 .…... 我 觉得 知 级 数 特别 历 害 。 拓 然 能 把 像 指 数 函 数 和 三 角 通 


数 这 样 看 上 去 完全 没有 联系 的 事物 联系 在 一 起 。 人 
上 的 同等 看 每 吧 。 逢 级 数 在 指数 函数 和 三 角 函 数 之 间 淋 起 了 桥梁 


“确实 如 此 。? 我 表示 同意 , “虚数 单位 i 也 很 有 趣 。 光 是 知道 放 = -1， 像 
这 样 列 出 


0 


就 会 得 到 1, i, -1, -i 的 循环 。 
1 1. O11.1.1.—1,—1..…- 


这 正好 与 ‘形成 90° 旋转 ， 周 期 为 4’‘x4 = 1 的 解 变 成 x= 上 P-L 了 三 角 
函数 的 微分 周期 变 成 4*..….... 这 些 条 ph 


“原来 如 此 .…...” 泰 条 拉 露 出 佩服 的 表情 。 


gael 在 复 平 而 上 面 一 个 以 原点 为 中 心 的 音 
A 


dcog0 | ising 


2 人 一 A Ps e 





欧 拉 的 会 式 和 复 平 面 
“将 幅 角 设 为 6， 这 样 一 来 这 个 单位 圆 上 的 点 就 对 应 cos 9 + isin 9 这 个 
复数 。 根 据 欧 拉 的 公式 e”= cosg+ising， 可 以 确定 圆 上 的 点 与 复数 e* 
对 应 。 也 就 是 说 ，' 最 美的 数学 公式 欧 拉 的 式 子 e = 一 1] 包含 了 
单位 加 上 ， 幅 角 为 nt 的 复数 每 于 -1 


这 个 食 义 。 这 束 古 尤 里 之 前 的 问题 的 答案 即 “ 欧 拉 的 式 于 的 含义 '。” 








欧 拉 的 式 子 的 合 义 


“学 长 ..…... 也 就 是 说 ， 欧 拉 的 公式 就 是 面 朝 右 的 人 癌 后 转 ， 束 会 面 朝 
区 :是 吗 ? ”泰和 东 拉 左右 播 看 头 说 道 


恩 ..…….. 感 感觉 好 像 明日 了 ， 我 明 昌 这 是 有 道理 的 了 .……” 尤 里 说 道 
这 时 ， 我 妈 从 门口 探 出 了 脸 。 

“ 孩 子 们 ， 先 体 恩 一 下 ， 过 来 喝 个 条 再 学 怎么 样 ? ” 

“知道 了 ， 这 就 去 。 

“我 等 你 们 哦 。” 说 着 我 妈 缩 回 了 里子 。 


加 到 单位 圆 。 


“然后 ， 把 0 持续 增 大 ， 与 复数 e8 相对 应 的 点 就 会 在 单位 圆 上 来 回旋 
转 。 每 当 角 度 6 增加 360"， 也 惑 是 增加 2 弧度 的 时 候 ， 点 会 转 回 到 同 


一 个 地 方 ， 也 就 是 说 有 周期 性 。 我 们 试 试用 数学 公式 来 证 明 ! ” 
eito+27) eet2ni 展开 i(6 + 2n) 
一 ef .er 根据 指数 运算 法 则 
= ei . (cos 2x 十 isin 27) 根据 欧 拉 的 公式 
=e .(1+ix 人 0) 根据 cos27 = 1,sin2x 一 0 
一 e 根据 1+ix0=1 
“看 ， 确 认 了 周期 性 。 幅 角 9+ 27 的 复数 等 于 幅 角 0 的 复数 。” 
“感觉 全 部 都 相关 联 呢 .……” 泰 条 拉 说 道 。 


“我 说 哥哥 ! 虽然 人 家 刚刚 才学 ， 这 么 说 可 能 有 点 太 自 以 为 是 了 .……. 或 
许 欧 拉 的 式 子 er = -1 很 美 ， 不 过 我 更 喜欢 欧 拉 的 公式 。 


oi 


中 ， 我 非 第 到 欢 欧 拉 的 公式 。 昌 然 人 家 还 不 太 理解 ， 不 过 这 一 行 数学 公 
式 中 大 然 包 仿 了 这 么 多 类 丽 的 东西 。 欧 拉 真 是 了 不 起 呆 ! ” 


“ 吕 ， 走 很 了 不 起 。” 我 表示 赞同 。 

“我 说 万 里 ， 跟 哥哥 道 个 谢 吧 ? ” 

“说 的 是 啊 ， 谢 谢 哥 哥 。” 

“多 调和 学 长 经 第 教 我 们 数学 。” 

“没什么 没什么 ， 你 们 经 名 听 我 讲 ， 我 才 要 谢谢 你 们 。” 
我 妈 久 从 门口 探 出 了 上 脸 ，。 


~ coOS8 二 13ne 


“你 们 都 不 过 来 ， 我 这 当 妈 的 有 所 屯 棋 啊 ..…...” 


9.2 ”准备 庆功 宴 

9.2.1 首 乐 教室 

“要 不 融 去 你 家 吧 。?” 人 盘 鳃 说道 

可 受 有 跟 唉 狂 泰 本 拉 跑 到 我 家 的 第 二 个 礼拜 ， 和 我、 米尔 曲 、 泰 条 拉 还 有 
人 熏 放 学 后 在 音乐 教室 商量 期 末 考 试 结 束 后 的 “庆功 夏 ”。 话 虽 这 人 么 说 ， 
0 友 扣 好 吃 的 ， 聊 聊天 而 已 ...... 

鼻 熏 先 开 了 口 。 


er 嚼 庆祝 ， 不 过 看 你 朋 玲 很 少 ， 你 也 来 吧 ， 还 有 双 和 东 拉 也 
=— ss 33 


“看 我 朋友 很 少 ...... 你 真是 想 说 什么 说 什么 啊 。 我 来 也 行 ， 不 过 为 哈 在 
我 家 开 庆 功 寞 ? ” 


“不 要 在 音 这 些 细 市 ! 没 喻 没 噜 ， 大 家 部 说 你 妈 很 温柔 的 ， 而 且 有 我 们 
这 人 么 多 美 少 女 做 客 ， 你 妈 也 会 很 高 兴 。 上 再 次 了 ， 你 家 还 有 淋 不 错 的 钢 蕉 
吧 。 

“ 钢 蕉 很 重要 吗 ? ” 

庆功 胺 还 市 上 父母 算 怎 么 回 事 啊 ..… 

“说 定 喀 。” 米 尔 里 讽 巡 

“ 曙 ...... 那 ， 我 去 征 得 父母 同意 。” 感 觉 我 这 个 当事人 还 没有 友 表 意见 事 
情 束 被 定 下 来 了 .….. 不 过 算 了，“ 参 加 的 人 有 我 、 米 尔 矣 和 仿 仍 ， 还 有 
泰 末 拉 我 们 四 个 人 十 吧 ? ” 

“ 尤 里 呢 ?” 泰 未 拉 问 道 

“ 束 她 一 个 初中 生 ， 会 不 会 觉得 绵 单 啊 ? ”我 说 。 


“ 跟 她 说 让 她 市 男 朋 友 来 呢 ?” 
“她 怎么 可 能 有 男 朋友 ， 她 还 在 上 初中 昵 。” 
“ 谁 划 道 有 没有 啊 ， 你 征 她 监护 人 吗 ? ” 


共和 拉 从 书包 里 拿 出 辽 着 "M" 字 和 母 挂件 的 代笔 合 ， 还 有 充满 梦幻 色彩 
9 日 程 本 。 


“ 糟 了 ..….….….. 我 周 日 不 方便 。 抱 歉 。” 
“ 那 了 驶 改 到 周 六 吧 。? 米 尔 台 一 锤 定 音 。 
“我 襄 泰 示 拉 ， 这 挂件 的 M...…...” 
我 话说 到 一 半 ...... 我 问 什么 好 呢 ? 


“M 是 谁 的 名 字 的 自 凶 苹 ? ” 

太 没 大 脑 了 吧 ， 我 干 咏 在 乎 这 个 啊 .…… 

“M ?7 啊 ， 你 说 这 个 蚜 .…... 学 长 ， 只 是 少 了 I。” 
泰 末 拉 侯 笑 。 


(只 是 少 了 爱 ? ) 


难道 是 她 田 朋 友 名 字 的 站 字母 吗 .……… 
“不 明日 吗 ?” 


9.2.2 上 自己 家 
“ 开 庆 功 宣 ? 当然 非常 欢迎 ! ” 
我 妈 听 完 突 然 束 和 于 劲 十 足 了 。 


“做 什么 末 好 呢 ， 太 老 僚 了 不 好 吧 ， 做 胺 会 沼 虑 的 披 院 ? 不 过 垃圾 食品 
也 不 好 啊 ..…...” 


“我 说 老 妈 ， 我 们 有 个 地 方 开 庆 功 刘 承 金 了 了 。” 
“我 会 准备 好 材料 的 ， 大 家 一 起 做 手 苍 寿司 泽 么 样 ? 还 是 一 起 竣 所 钱 来 


个 豪华 版 的 ?” 
“ 老 妈 你 听 我 说 话 没有 ? 我 们 打算 各 自 带 吃 的 过 来 。” 


“那个 会 弹 钢琴 的 胡 礁 也 来 吧 ? 她 会 给 咱们 弹 好 多 曲子 听 吧 ? 对 了 ， 得 
乞 调 好 音 吧 。 好 期 待 啊 ! ” 


为 啥 老 妈 会 这 么 兴 理 ? 





er 一 一 ] 


这 个 式 子 作为 媒介 ， 


将 数学 界 最 著名 且 最 有 用 的 两 个 常量 < 欧 拉 数 > 和 “圆周 率 ” 
与 “虚数 ”结合 了 ， 

这 的 确 是 一 个 令 人 惊异 的 式 子 ， 是 “宝石 ”。 

这 世界 上 的 任何 钻石 、 任 何 祖母 绿 都 无 法 与 其 相提并论 ， 
一 一 吉田 武 ，《 虚 数 的 情绪 》[15 
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园 与 大 定理 
也 就 是 说 ， 我 们 大 家 就 生活 在 天 河 的 河水 之 中 。 
从 天 河 的 水 中 向 周围 观看 ， 便 会 发 现 ， 
就 像 水 越 深 越 显 得 湛蓝 一 样 ， 
天 河 底 越 是 深远 ， 星 星 聚 集 得 就 越 密 ， 
国 此 看- 上 上 目 革 全 的 
一 一 看 洋 贰 治 《 银 河 铁道 之 夜 》 


10.1 公开 研讨 会 


学 长 .……. 我 不 懂 
米尔 嘉 .…... 你 明日 吗 ? 
“只 有 趣 


现在 是 12 月 ， 商 家 们 正 火 热 地 开展 着 各 种 节 诞 节 促 销 活 动 ， 我 们 远离 
了 激烈 的 商业 竞争 ， 过 来 参加 大 学 的 “公开 研讨 会 >。 研 讨 会 是 我 们 高 中 
的 村 木 老师 介 绍 的 ， 主 题 是 “ 费 马 大 定理 ”。 会 场 设 在 大 学 讲堂 ， 面 同 约 
200 名 社会 各 界 听众 es 跟 我 一 起 参加 研讨 会 的 有 米尔 
亮 、 泰 打 拉 ， 还 有 ...... 尤 里 


“哥哥 ! 尤 里 也 想 去 ! * 
“这 对 你 来 说 太 难 了 。* 虽 然 我 跟 她 谈 了 ， 但 是 她 根本 听 不 进去 。 


2 
有 我 轻率 地 想 。 


话说 回来 ， 很 难 明日 这 个 研讨 会 上 为 什么 把 怀 尔 斯 的 证 明 讲 得 飞快 。 别 
识 万 里 了 ， 连 我 都 完全 听 不 恒 ， 会 场 的 听众 们 应 该 也 跟 不 上 吧 。 不 过 我 
也 确实 有 党 了 些 际 陶 .…… 


研讨 会 结束 后 ， 我 们 去 了 大 学 四 区 里 的 食 音 吃 千 饭 。 因 为 是 周 六 ， 没 多 
人 


我 在 学 园 祭 的 时 候 来 过 校园 园区 里 。 那 时 因为 太 吵 ， 感 党 对 大 学 的 美好 
懂 慑 都 约 天 了 ， 不 过 今天 了 融 稚 然 不 同 了 。 以 园 全 很 安静 ， 企 去 讲 笔 的 路 
上 和 歼 过 窗户 还 能 看 见 研 究 室 里 的 样子 ， 里 面 整 章 地 摊 放 看 书 染 和 电脑 。 


“人 家 只 听 展 了 谷山 、 志 村 、 宕 痒 这 几 个 日 本 人 的 名 字 。” 尤 里 吃 看 海鲜 
ee “内 容 很 难 ， 老 师 一 直 低 看 涉 讲 ， 还 没 怎 么 明日 束 讲 完 
上 男 。 ?3 


“新 的 词汇 就 像 洪 水 一 样 涌 过 来 ， 根 本 跟 不 上 。” 秦 条 拉 吃 着 重 包 饭 说 
道 ,，“ 还 没 等 我 熟悉 呢 ， 老 师 束 又 用 这 个 词 定 义 了 别 的 词 ..….... 我 真 想 
说 ， 等 等 ， 我 还 没 跟 这 个 词 交 上 朋友 呢 。 要 是 能 让 我 多 预习 一 下 就 好 
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i 屏 硕 上 的 数学 公式 我 束 军 尖 转 同 了 。” 我 吧 看 坚 内 抓 吸 说 
站 , “了 吏 像 友 朱 拉 说 的 ， 我 应 该 事 和 多 准备 好 再 过 来 的 。 


“ 光 听 他 讲 是 听 不 明白 的 。” 米 尔 露 吃 着 提 拉 米 办 We “ 隐 算 预习 了 一 
点 也 很 难 。 不 光 是 理解 一 个 个 的 用 语 和 数学 公式 ， 需要 理解 得 更 透 
彻 。 怀 尔 斯 的 证 明太 专业 了 我 们 听 不 疏 。 人 是 我 们 能 明白 用 怀 尔 斯 的 
证 明 连 接 起 了 两 个 世界 。 老 师 一 直 低 着 涉 ， 只 抬 过 一 次 。 你 们 还 记得 
9» 

‘请 注意 位 于 FLT 深层 的 ， 谷 山 - 志 村 定理 。? 


我 对 这 人 句 话 深 有 同感 。” 


ean 尽 求 您 给 讲解 一 下 ! 用 像 我 这 样 的 容重 也 能 听 和 性 的 讲 


“万 里 才 不 征 罕 捍 呢 。? 我 跟 米 尔 曼 异口同声 地 说 道 


10.2 历史 
10.2.1 问题 
号 完 饭 后 ， 我 们 开始 倾听 米尔 又 的 解说 。 


“17 世纪 的 数学 家 费 马 ， 在 他 一 直 研 究 的 《算术 》 这 本 书 的 空白 处 留 下 
J 一 个 问题 ， 束 古 所 请 的 ‘ 费 与 大 定理 *。” 


吧 己 大 定理 
当 n>3 时 ， 以 下 方程 式 不 存在 自然 数 解 。 
了 如 十 yf" 一 zn 


“他 以 书面 形式 表达 了 和 这 个 数学 公式 同样 的 内 容 ， 并 在 空 日 处 写 下 J 了 
一 句 兰 名 的 话 。” 


我 确信 已 友 现 了 一 种 美妙 的 证 法 ， 
可 异 这 里 空 日 的 地 方太 小 ， 写 个 下 。 
“然后 ， 费 马 并 没有 写 出 证 明 方法 。” 米 尔 露 说道,“ 既 然 他 都 这 么 暗示 


了 ， 妆 然 也 束 有 很 多 数学 爱好 者 路 跃 僻 试 。 话 说 回来 ， 为 什么 后 人 会 知 
思 费 马 在 书 中 空 日 处 号 下 的 私人 笔记 ? ” 


“这 么 一 议 ， 也 是 啊 。” 泰 永 拉 特首 头 ， 满 脸 与 痢 不 可 思议 四 个 大字 。 


“这 要 归功 于 费 马 的 儿子 山 绪 。? 米 尔 电 说 道 , “他 重印 了 市 有 届 马 笔记 
的 《算术 》， 让 险些 消失 的 ' 费 马 大 定理 复活 了 。 写 这 本 《算术 》 的 是 
3 世纪 左右 的 数学 家 丢 番 图 。17 世纪 的 巴 吹 将 这 本 书 翻 详 成 了 希 脂 语 和 
拉丁 语 。 费 马 学 习 了 巴 鞭 厂 的 《算术 》， 并 与 下 了 笔记 。 山 绪 重 印 的 是 
于 番 儿 车 ， 巴 鞭 详 ， 写 有 锅 马 笔记 的 《算术 》。?” 


“这 样 啊 .……? 我 次 , “从 3 世纪 的 丢 番 图 ， 到 巴 欣 ， 上 髓 到 17 世纪 的 费 


马 ， 然 后 通过 山 绪 传 到 更 远 的 未 来 。 数 学 罕 越 时 空 流传 后 世 啊 .2 


“然后 ， 再 传 给 现代 的 我 们 。 简 直 就 像 数学 的 接力 呢 。* 泰 呆 拉 做 了 一 个 
接 住 接力 棒 的 手势。 


“然后 数学 家 们 束 开 始 了 长 达 三 个 半 世 纪 的 挑战 。? 米 尔 亮 开始 缓慢 地 讲 
壕 丽 册 二 上 和 是 直人 用 


10.2.2 ”初等 数论 的 时 代 


17 世纪 是 初等 数论 的 时 代 。 因 为 费 马 大 定理 是 一 个 涉及 “所 有 的 nw 的 合 
茹 ， 所 以 想 一 次 证 明 出 玉 太 难 了 。 因 此 数学 宏 们 想 就 个 别 的 a 进行 证 
朋 。 


最 初 ， 届 马上 和 目 己 证 明了 FLT(4)， 使 用 的 工具 是 无 穷 递 降 法 。 这 人 么 说 来 ， 
之 前 我 们 也 用 “面积 不 构成 平方 数 的 直角 三 角形 定理 ?证 明 过 FLT(4) 
呢 。 
进入 18 世纪 。 欧 拉 老 师 证 明了 FLT(3)。 
在 19 世纪 ， 狄 利克 雷 证 明了 FLT(5)， 勒 让 德 补充 了 狄 利克 雷 的 证 明 。 
然而 拉 梅 证 明了 FLT(7) 以 后 ， 就 后 继 无 人 了 。 因 为 证 明 过 程 太 过 复杂 
本 和 
那个 时 代 人 们 使 用 的 武器 有 倍数 、 约 数 、 最 大 公约 数 、 质 数 、 互 质 ， 还 
ts 
© © a 

“ 先 从 具体 例子 开始 解 啊 ......” 泰 未 拉 说 道 
“ 跟 我 们 解 题 的 时 候 一 样 ， 按 照 “ 从 特殊 到 一 般 ’ 的 顺序 。 
“原来 如 此 。” 
es oe "米尔 过 继 续 往 下 说 道 ,“ 苏 菲 ' 姬 曼 开 始 的 。 那 是 在 19 

世人 


10.2.3 ”代数 数论 时 代 


19 世纪 是 代数 数论 时 代 。1825 年 ， 苏 菲 : 姬 曼 在 FLT 的 通 解 上 取得 了 
成 琳 。 她 证 明 了 “如 下 p 和 2p + 1 部 为 可 质数 ， 则 闻 +y 交 = 允 不 存在 目 
然 数 解 。 此 时 zyz 天 0 lmod pj»” 这 个 定理 。 


1847 年 ， 拉 梅 和 柯 西 开始 范 相 证 明 “ 费 马 大 定理 *”。 当 时 关键 在 于 粉 友 
好 + 如 =22， 在 复数 领域 进行 因 式 分 解 。 


I -Fr 了 1 有 一 ， 
TP 十 庚 一 (十 aftz 二 az 十 oo 让- (7 十 ap- 


在 此 w 是 a = e 千 这 个 复数 。 因 为 由 欧 拉 的 公式 可 知 ” 一 em 站 二 is 了， 
所 以 a 的 绝对 值 是 1， 幅 角 是 了。 也 就 是 说 ，a 是 1 的 p 次 方 根 之 一 。 
根据 整数 和 a， 用 一 般 的 加 法 和 乘法 创造 出 的 环 ZIo] 就 是 一 种 整数 环 。 


£la| = {aoo 十 本 + a +-…+ ap_107 |ax E &,0 = e7 } 
他 们 想 在 整数 环 2 中 的 基础 上 将 刀 + 了 并 分 解 质 因数 ， 使 因子 (x + ay) 


之 则 互 质 ， 各 因子 是 “p 次 方 数 "， 市 进 无 穷 违 降 法 里 。 然 而 他 们 失败 
了 。 因 为 





整数 环 中 不 一 定 满足 “ 质 因 数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ”这 个 条 件 。 


如 末 不 满足 质 因 数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ， 那 么 即使 疡 次 方 数 的 各 因 于 互 
质 ， 各 因 了 于 也 不 一 定 是 六 次 方 数 。 库 玩 尔 指出 了 这 一 点 ， 和 争论 得 以 结 
束 。 整 数 环 中 ,“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ? 融 此 消亡 。 


为 了 打破 这 个 僵局 ， 库 默 尔 提出 了 理想 数 这 个 概念 ， 戴 德 金 以 集合 的 形 
式 将 其 整理 为 “理想 "概念 。“ 理 想 "概念 有 “理想 "公理 ， 就 像 数 字 一 样 ， 

其 计算 得 到 了 定义 。“ 理 想 "具有 的 最 重要 的 性 质 一 当然 是 质 因数 分 
解 的 唯一 分 解 定理 。 根 据 “ 理 想 "，“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 "复活 

了 。 库 默 尔 证 明了 对 于 “正规 质数 "， 费 马 大 定理 是 成 立 的 ， 


19 世纪 结束 。 目 费 马 写 下 那 段 话 后 ， 已 经 过 去 了 250 年 。 





Oo QO oO 
“ 费 马 大 定理 就 是 这 样 被 证 明 的 啊 ! ” 索 杂 拉 在 胸 前 握 紧 双 拳 说 道 。 
“然而 ， 并 不 是 。” 

“ 认 ? 效 效 效 ? ， 


“ 库 献 尔 的 代数 数论 结 出 了 丰 贷 的 果实 。” 米 尔 双 说 壹 ，“ 怀 尔 斯 的 证 明 
中 ， 代 数 数论 还 十 基 本 的 工具 。 然 而 由 于 代数 数论 的 直接 扩张 ， 费 扎 大 
EE ER ER 
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10.2.4 几何 数论 时 代 


那 是 在 20 世纪 ， 在 日 本 。1955 年 ， 也 惑 是 第 二 次 世界 大 战 结束 十 年 

后 ， 数 学 国际 会 议 于 日 本 召开 。 谷 山 - 志 村 猜想 也 是 在 那个 时 候 诞 生 

的 。 渐 渐 地 ， 人 和 谷山 - 志 村 猜想 成 为 了 连接 “椭圆 曲线 ”和 “* 目 守 形 式 ”( 模 
形式 ) 两 个 世界 的 巨大 桥 染 。 如 何 将 这 个 猜想 转变 为 定理 成 为 了 数论 领 
域 的 重要 课题 。 但 很 明显 ， 这 是 一 个 巨大 的 难题 。 但 是 谁 都 没 注意 到 ， 
这 个 数论 领域 的 重要 课题 于 费 马 大 阜 理 也 是 一 个 重要 课题 。 


1985 年 ， 弗 赖 提 出 了 一 个 让 人 眼前 一 亮 的 观点 。 假 设 “ 费 马 大 定理 不 成 
>”， 了 束 能 创造 出 一 个 跟 谷 山 - 志 村 猜想 相 巴 盾 的 有 反例。 这 样 束 在 费 蕊 
大 定理 与 谷山 - 志 村 猜想 间 建 并 了 联系 。 话 虽 这 么 说 ， 这 也 只 是 把 一 个 
难题 归结 到 另 一 个 难题 上 ， 问 题 并 没有 变 简单 。 

而 挑战 了 这 个 难题 的 人 是 怀 尔 期。 他 在 自己 家 中 独自 一 人 进行 了 长 达 七 
年 的 研究 。 其 间 他 一 直 在 大 学 授课 ， 但 没 人 知道 他 一 直 在 挑战 费 马 大 定 
理 。 

1993 年 ， 怀 尔 斯 声明 他 证 明了 费 马 大 定理 。 然 而 证 明 有 缺陷 ， 但 他 继 
续 挑 战 ， 终 于 在 1994 年 跟 泰 勒 一 起 修正 了 司 陷 ， 完 全 证 明了 费 马 大 定 
理 。 
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米尔 嘉 很 快 地 结束 了 讲解 。 讲 历史 的 话题 很 让 她 心急 吧 。 


“我 想 谈 谈 数学 。” 米 尔 嘉 看 着 我 
“现在 ， 拿 出 笔记 本 。” 

我 拿 出 了 笔记 本 和 自动 铅笔 ， 尤 里 小 声 说 道 

“人 家 能 先 回 去 吗 ? 光 听 历史 我 脑子 就 已 经 装 不 下 了 。 
米尔 嘉 听 到 这 两 句 吐 咕 ， 说 道 

“好 .….. 我 知道 了 ， 那 我 出 个 尤 里 你 能 解 开 的 问题 吧 。” 


10.3 ” 怀 尔 斯 的 兴 


10.3.1 搭 腾 时 间 机 带 
米尔 嘉 闭 上 眼睛 ， 做 了 一 次 深呼吸 ， 然 后 睁 开眼 。 
“让 我 们 乘 上 时 间 机 器 吧 ， 罕 越 时 空 回 到 Anno Domini 1986 一 一 公元 
1986 年 。 在 太阳 系 第 三 行星 大 住 的 人 类 ， 还 没 证 明 出 费 马 大 定理 。 尤 
里 你 束 是 怀 尔 斯 ， 思 考 接 下 来 应 该 证 明 什么 。 好 了 ，1986 年 的 景色 是 
1986 年 的 景 
谷山 - 志 村 猜想 
【未 证 明 】 每 一 条 李 圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形 式 。 
FLT(3), FLT(4), FLT(5), FLT(7) 
【 己 证 明 】 当 k= 3, 4, 5, 7 时 ， 
不 存在 x,y, z， 满 足 方程 二 y= 2。 
弗 赖 曲线 


【 己 证 明 】 如 果 存 在 p, x,y,z 满足 方程 二 六 二 于 (x,y,Z 是 自然 
数 。P > 3，p 为 质数 ) ， 那 么 也 存在 弗 赖 曲线 。 


弗 赖 曲线 和 椭圆 函数 的 关系 
【 己 证 明 】 弗 赖 曲线 是 椭圆 曲线 的 一 种 。 
弗 赖 曲线 和 模 形 陈 的 关系 
【 己 证 明 】 弗 总 曲 线 不 是 模 形 却 。 
“这 就 是 ‘1986 年 的 景色 '。? 米 尔 曙 说 道 ,“ 标 看 【已 证 明 】 的 ， 是 不 用 


目 己 证 明 残 可 以 直接 拿 来 用 的 命题 。 这 里 该 尤 里 你 出 马 了 。” 

米尔 矣 看 看 尤 里 ， 尤 里 暗 地 一 下 挺 且 了 后 痛 。 

“哪怕 有 不 明白 的 用 词 ， 尤 里 你 也 能 解 开 下 和 面 这 个 问题 。” 
问题 10-1 《〈 挫 乘 时 间 机 伦 ) 


从 “1986 年 的 景色 ?出 及 去 思 若 ， 接 下 来 只 要 证 明 何 种 命题 ， 瓯 能 证 
明 避 马 大 定理 了 呢 ? 


10.3.2 ”从 “1986 年 的 景色 ”发 现 问 题 


尤 里 用 一 副 要 峰 腊 子 的 样子 看 看 我 ， 像 十 在 求助 。 不 过 很 快 她 束 变 为 一 
eS 问题 。 一 边 念 明 看 “因为 反 证 
Y a Ds 开 台 忆 


我 自己 马上 就 解 开 了 刚才 的 问题 。 因 为 米尔 嘉 将 其 称 为 “1986 年 的 景 
色 ”， 残 相当 于 给 了 一 个 近乎 答案 的 ， 清 晰 明了 的 近 示 。 


但 尺 官 如 此 ， 我 还 古 有 些 吃 慰 。 


我 喜欢 数学 公式 。 数 学 公式 具体 日 具有 相 容 性 。 解 读数 学 公式 来 理解 其 
结构 ， 将 数学 公式 变形 来 引出 思路 。 有 数学 公式 就 能 领会 ， 没 有 就 会 感 
到 不 满足 。 


然而 ,“ 费 马 大 定理 ”的 证 明 实 在 是 太 难 了 。 我 完全 无 法 理解 公开 研讨 会 
上 老师 给 我 们 展示 的 数学 公式 。 好 不 甘心 。 


我 能 很 顺利 地 退 上 米尔 驯 在 “1986 年 的 景色 ”中 表明 的 逻辑 ， 却 跟 不 上 
数学 公 却 。 但 束 算 这 样 ， 我 也 因为 能 退 上 秘 辑 的 流 癌 而 感到 豆 避 。 束 好 
像 即 使 不 能 探 得 星星 ， 却 能 欣 抽 夜空 中 的 星座 一 样 吧 。 


在 学 校 老 师 会 命令 我 们 “证 明 这 个 “证 明 那 个 >， 而 不 会 告诉 我 们 “去 思 

考 一 下 应 该 证 明 什 么 >。 解 开 老师 给 的 问题 固然 很 重要 ， 然 而 友 现 应 该 

去 解 开 的 问题 不 也 是 很 重要 的 吗 ? 在 交错 复杂 的 命题 森林 中 ， 找 出 该 走 
的 那 条 小 路 .…… 


“我 明月 了 。? 盛 里 的 声音 中 透 看 人 系 张 , “只 要 证 明 谷 山 - 志 村 狂想， 也 整 
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:每 一 条 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形式 ， 


这 个 命题 ， 隐 证 明了 费 马 大 定理 。” 
“理由 十 ? ?米尔 刀 不 给 中 奶 机 会 地 问 道 。 


“用 ..….…... 反 证 法 。” 尤 里 谨慎 地 开始 说 明 ,“ 反 证 法 的 假设 十 要 证 明 的 命 
题 的 反面 .…... 不 ， 是 要 证 明 的 命题 的 否定 。” 


假设 :“ 费 蕊 大 定理 不 成 并 。” 


这 样 一 来 ， 就 存在 n, x, y,z 满足 方程 十 YW = 二 * 。 这 样 一 来 .…… 喷 ? 
p 是 质数 啊 .…… 呵 ， 对 对 。 因 为 FLT(4) 已 经 得 到 了 证 明 ， 所 以 可 以 认 
为 nz4,n 也 不 等 于 8, 16, 32, 64, … 。 也 就 是 说 ， 可 以 写成 n= mp， 
即 “ 自 然 数 mw? 和 'n 的 质 因 数 p，p > 3’ 的 乘积 的 形式 。 如 果 存 在 n, x, y,z 
满足 方程 + = ， 那 么 根据 指数 运算 法 则 ，m,p 满足 以 下 等 式 。 


nt ir LD | 
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然后 ..….…... 将 这 个 xm, ym, zm 重新 命名 为 x, y, z 的 话 ， 就 存在 满足 好 +y = 
zP HF] p, Xx, y, Zo ” 


万 里 说 到 这 里 偷 上 脑 了 我 一 眼 ， 我 沉默 地 点 了 点 头 。 


“ 嘱 ， 然 后 呢 ? ?米尔 天 说 道 。 


“然后 ， 根 据 ‘1986 年 的 景色 一 -如果 存在 p, x, y,2z 满足 方程 台 + 加 = 
ZzP， 那 么 也 存在 弗 赖 曲线 。 弗 赖 曲 线 是 覃 圆 曲 线 的 一 种 ， 但 不 是 模 形 
式 。 所 以 ...... 束 存在 弗 赖 曲线 这 种 ' 非 模 形式 的 椭圆 曲线 *。 咖 ， 理 论 上 
就 是 这 样 。 虽 人 然 我 不 知道 “ 弗 赖 曲线 ‘椭圆 曲线 ' 模 形式 ;是 什么 .……..….…. 


推导 出 的 命题 : 存在 非 模 形 却 的 李 圆 曲线 。 





“到 这 里 我 用 了 所 有 的 【已 证 明 】 的 命题 。 然 后 现在 


假设 我 证 明了 谷山 - 志 村 猜想 。 


这 样 一 来 ， 束 存在 “每 一 条 椭圆 曲线 部 可 以 对 应 一 个 模 形 式 *"。 因 为 每 一 
条 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形 式 ， 所 以 可 以 推导 出 下 面 这 个 命题 。” 


推导 出 的 命题 : 不 存在 非 模 形式 的 椭圆 曲 线 。 


“我 推导 出 了 两 种 结论 ， 即 “存在 ’ 非 模 形 式 的 李 圆 曲线 和 “不 存在 ’ 非 民 形 
人 它们 互相 让 盾 。 因 此 由 友 证 法 ， 人 否定 了 假设 ， 证 明了 届 
马 大 定理 。 


假 议 的 否定 :“ 费 乌 大 定理 成 也 。” 


所 以 ， 如 上 所 述 ， 只 要 证 明了 谷山 - 志 村 狂想， 也 束 证 明了 费 与 大 害 
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万 里 眼中 内 看 光 产 ， 看 着 米 尔 器 。 
我 和 友和 东 拉 也 看 看 米尔 天 。 
米尔 对 执 了 个 媚 眼 ， 说 了 一 句 : 
“Perfect。” 

解 演 10-1 “搭乘 时 间 机 妖 ) 

只 要 证 明了 谷山 - 志 村 猜想 ， 也 就 证 明了 费 号 大 定理 。 
米尔 露 微微 突 看 ， 声 音 平静 地 补充 道 :“ 弗 赖 想 出 了 弗 赖 曲线 ， 厚 赖 曲 
线 给 了 费 马 大 定理 一 个 反例 ， 而 村 尔 把 这 个 猜想 公式 化 了 。 黎 贝 证 明了 
这 个 狂想 。 为 何 怀 尔 斯 听 a 到 这 个 会 兴 否 ， 想 必 尤 里 你 已 经 明白 了 吧 。 寓 
马 大 定理 一 一 这 十 一 块 350 多 年 来 没 人 能 解 开 的 ， 古 老 的 七 巧 板 。 但 
是 这 上 块 七 巧 板 现 在 也 束 只 弄 一 块 了 ， 而 且 我 们 已 经 知道 ， 只 要 证 明 合 山 
- 志 村 猜想， 束 能 填 上 这 一 块 板子 。” 

尤 里 用 力 地 点 了 好 几 砍 尖 。 

10.3.3 ” 半 稳 定 的 椭圆 曲 线 

“ 怀 尔 斯 证 明了 谷山 - 志 村 猜想 对 吧 。” 索 打 拉 在 胸 前 握 紧 双 拳 说 道 。 
‘2 呈 喇 喇 ? 7? 

“ 承 像 万 里 回答 的 那样 ， 如 末 能 证 明 谷 山 - 记 村 狂想， 也 束 证 明了 费 与 
大 定理 。 说 的 疫 错 。 但 实际 历史 不 是 这 样 的 。 事 实 上 怀 尔 斯 证 明 的 命题 
是 “每 一 条 半 稳 定 的 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形 式 '"。 是 存在 ‘ 半 稳 

定 :这 个 限制 条 件 的 。” 

米尔 时 站 了 起 来 ， 在 我 们 号 边 走 来 走 去 ， 继 续 说 着。 

“为 什么 要 加 上 这 个 限制 条 件 呢 ? 因为 如 果 没 有 限制 条 件 ， 要 证 明 谷山 - 


志 村 狂想 太 难 了 。 那 为 什么 市 有 限制 条 件 也 没关系 呢 ? 你 明日 吗 ? ? 炒 
尔 器 把 手 放 在 了 泰 示 拉 的 肩膀 上 。 


“这 ， 这 个 .…….. 我 不 明白 。” 
“ 尤 里 你 呢 ?” 

尤 里 默默 地 想 了 一 会 ， 不 久 后 一 下 子 抬 起 头 回答 道 

“我 明白 了 。 因 为 弗 赖 曲线 是 半 稳 定 的 椭圆 有 线 吧 !” 

“就 是 这 样 。” 米 尔 嘉 用 中 指 推 了 推 眼 镜 ，“ 尤 里 的 推测 很 有 逻辑 性 。 怀 
尔 斯 为 了 使 用 反 证 法 ， 就 想 证 明 出 一 个 与 弗 赖 曲线 的 存在 相悖 的 命题 
为 什么 他 想 证 明 带 有 半 稳 定 这 个 限制 条 件 的 谷山 - 志 村 猜想 呢 ? 因为 弗 
炽 曲 线 具有 半 稳定 的 性 质 。 于 是 ， 由 他 证 明 的 最 重要 的 定理 是 这 个 一 
怀 尔 斯 定理 ， 每 一 条 半 稳 定 的 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形式 。 

根据 这 个 定理 ， 就 可 以 导出 矛盾 了 。” 


根据 弗 赖 曲线 : 
存在 不 对 应 模 形式 的 半 稳 定 的 椭圆 曲线 。 
根据 怀 尔 斯 定理 ; 


不 存在 不 对 应 模 形 式 的 半 稳 定 的 椭圆 曲线 。 


“这 就 构成 了 巴 盾 。 根 据 反 证 法 ， 证 明 完 毕 。 寓 忌 大 定理 成 为 了 真正 总 
义 上 的 定理 。” 


10.3.4 证 明 概 要 

“ 费 马 大 定理 ?证明 概 要 
使 用 反 证 法 。 

1. 假设 : 寓 马 大 定理 人 不成立。 


2. 根据 假设 ， 可 以 作出 弗 赖 曲线 。 

3. 弗 赖 曲线 : 虽 是 半 稳 定 的 椭圆 曲线 ， 但 不 对 应 模 形 式 。 

4. 即 “ 存 在 不 对 应 模 形 式 的 半 稳 定 的 椭圆 曲线 ”。 

5. 怀 尔 斯 定理 : 每 一 条 半 稳 定 的 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形 式 。 
6. 即 “ 不 存在 不 对 应 模 形 式 的 半 稳 定 的 椭圆 曲 线 ”。 

7. 上 述 第 4 项 和 第 6 项 相 韦 盾 。 

8. 因此 费 马 大 定理 成 六 。 
米尔 乾 沉 默 地 扫 视 了 我 们 一 圈 。 

“这 个 “证明 概要 ;在 逻辑 上 是 正确 的 ， 但 还 不 够 。 不 够 也 是 理所当然 的 ， 
因为 这 只 不 过 是 一 个 概述 。 我 们 并 不 明白 谷山 - 志 村 猜想 是 什么 ， 也 不 
明白 ‘椭圆 曲线 '' 弗 赖 曲 线 *' 模 形式 ’ 等 重要 词语 的 含义 。 但 即使 不 能 理解 
怀 尔 斯 的 证 明 ， 也 可 以 体会 谷山 - 志 村 猜想 吧 ? 起 码 可 以 再 向 数学 领域 
踏 出 一 步 吧 ? 你 们 也 这 么 党 得 .……. 吧 ? ”米尔 嘉 问 道 。 
我 们 不 上 暇 思索 地 点 了 点 头 。 
“ 接 下 来 ， 我 要 以 这 四 个 题目 来 谈 数 学 。 

。 栅 圆 曲线 的 世界 

e。 目 和 守 形 式 的 世界 

。 谷山 - 志 村 定理 

e。 弗 赖 曲线 

因为 ‘谷山 - 志 村 猜想 "已 经 在 1999 年 被 完全 证 明了 ， 之 后 我 们 就 称 其 
为 ‘谷山 - 志 村 定理 *。 首 先 ， 椭 圆 曲 线 指 的 是 ..….... 啊 ， 我 们 先 换 个 地 
方 ， 观 众 太 多 了 。? 米 尔 嘉 说 道 。 

刚才 食 演 里 不 少 参加 研讨 会 的 高 中 生 们 围 住 了 我 们 的 座位 ， 专 注 地 听 着 


10.4 机 圆 曲 线 的 世界 


10.4.1 什么 是 椭圆 曲线 


我 们 从 食 笔 转移 到 了 二 楼 的 咖啡 店 ， 找 了 张 能 坐 下 四 个 人 的 大 果子 ， 大 
家 一 起 吃 看 咖啡 《只 有 尤 里 响 痢 可 可 ) ， 继 续 刚 才 的 话题 。 


“ 尤 里 ， 你 还 想 回去 吗 ? ?水 尔 野 问 赴 。 
“我 在 听 ， 不 害 旷 得 异 ， 还 是 听 不 恒 。” 
“好 ， 那 么 我 匈 从 定义 开始 讲 起 。 椭 圆 曲线 指 的 是 .2” 
O O O 
椭 加 曲线 指 的 是 当 qa, b,c 为 有 理 数 时 ， 可 用 以 下 方程 式 表示 的 曲线 。 
y =x?+ax +bx+c 

但 存在 以 下 附加 条 件 。 

三 次 方程 必 + ax*+ bx+c=0 没有 重 根 。 


这 是 椭圆 曲线 的 定义 ， 严 格 来 说 古 ‘ 有 理 数 域 久 上 的 ;椭圆 曲线 的 定义 。 
也 就 是 说 ， 我 们 将 x,y 考虑 成 有 理 数 域 昌 的 元 系 。 


打 个 比方 ， 以 下 式 子 是 椭圆 曲线 的 方程 式 。 
y=x*-x ”椭圆 曲线 的 方程 式 的 例子 


在 这 里 我 们 把 方程 式 y*= +ax*+ bx+c 中 的 (a, 上 b,c) 蔡 换 成 了 (0, -1 
0)。 石 边 的 性 -x 可 以 分 解 成 如 下 形式 。 


XxX» -x= (x-0)(x- 1)(x+1) 


因为 三 次 方程 -x=0 的 解 有 三 个 ， 分 别 是 x= 0, 1, -1， 且 没有 重 根 ， 
所 以 满足 椭圆 曲线 的 条 件 。 我 们 来 画 个 图 。 


of Noo 
RCE 


椭圆 曲线 六 = w* 一 zz 的 图 像 


O O O 
左边 圆 圆 的 那个 ， 是 椭圆 吗 ? ” 泰 末 拉 问 退 


“不 是 。” 米 尔 姑 答 道 ,“' 顶 圆 曲 线 : 全 有 椭 国 3 这 个 词 ， 征 有 历史 渊源 
的 。 椭 圆 曲线 的 形状 和 椭圆 没有 关系 。 


10.4.2 ”从 有 理 数 域 到 有 限 域 
接 下 来 ， 我 们 从 代数 角度 研究 椭圆 曲线 y* = x - x。 
我 来 徐 单 说 明 一 下 数学 都 有 哪些 领域 。 


。 代数 关注 的 是 方程 式 和 方程 式 的 解 ， 以 及 群 、 环 、 域 等 。 
。 几何 关注 的 是 点 、 线 、 平 面 、 立 体 、 相 交 、 相 切 等 。 
。 分 析 关 注 的 是 极限 、 短 分 、 导 函数 、 积 分 等 。 
当然 ， 这 些 是 相互 关联 的 。 例 如 ， 方 程式 里 的 “ 重 根 ” 虽 然 是 代数 概 
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对 好 我 们 只 是 体验 一 下 谷山 - 志 村 定理 的 气氛 ， 用 不 着 大 型 武器 。 需 要 
的 只 有 余 项 、 煞 力 、 想 象 力 。 
我 们 刚刚 为 了 把 握 椭圆 曲线 y= x -x 的 样子 ， 将 三 次 方程 对 -x 进行 了 
因 式 分 解 ， 解 了 三 次 方程 式 -x=0， 并 得 到 了 (0, 0), (1, 0), (-1, 0) 这 
三 个 有 理 友 。 


存在 一 个 有 理 数 域 总 ， 也 融 是 存在 有 限 个 有 理 数 域 。 但 有 理 数 域 的 元 隶 
数量 站 无 限 的。 也 惑 是 说 ， 有 理 数 古 无 限 的。 

在 这 里 ， 我 们 逆转 一 下 思维 ， 即 想 出 无 限 个 共有 有 限 个 元 妹 的 域 。 我 们 
知道 这 样 的 域 ， 它 就 是 有 限 域 。 有 限 域名 有 p 个 元 素 ， 也 就 是 有 限 个 
元 素 。 但 质数 p 却 有 无 数 个 ， 所 以 存在 无 数 个 *p。 

0 我 们 要 从 “有理数 域 中 的 世界 ”空间 传送 到 “有 限 域 的 世 
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| 


我 们 从 有 限 域 ?5 中 找 一 个 满足 椭圆 曲线 方程 式 的 点 (x, y)。 


y= 7 (x,y EB,) 
换言之 ， 就 等 于 把 椭圆 曲线 方程 式 看 作 以 下 这 个 同 余 式 。 


W 三 人 一 mod p) 


关于 有 限 域 ， 我 们 简单 复习 一 下 。 有 限 域 是 含有 p 个 元 素 的 集 
合 ， 用 modp 进行 加 减 乘 除 运算 的 域 。 


F, = {0,1,2…… ,p—1} 


为 了 你 证 0 以 外 的 元 系 可 以 进行 除法 运算 ，P 为 质数 。 如 下 所 示 ， 
有 限 域 “pr 有 无 数 个 。 


Fa = {0, 1} 

Fa = {0, 1, 2) 

Fs = {0, 1,2, 3,4) 

Fr = 140, 1, 2, 3, 4, 5,6} 
2,3,4,5,6,7,8,9,101 


Fi = {0, 1, 


虽然 域 鸭 数量 是 无 限 的 ， 但 不 要 瑟 记 每 个 域 的 元 双 数 量 是 有 限 的 。 
O O O 
“为 什么 ‘有限 个 ;这 么 童 要 呢 ?” 泰 末 拉 问 退 。 
“因为 能 逐个 击破 。? 米 尔 嘉 马上 回答 , “有限 域 "p 只 含有 p 个 元 素 ， 所 
以 我 们 可 以 把 这 p 个 元 素 代入 x 和 y 中 来 进行 调查 。 只 要 质数 p 不 大 ， 
我 们 束 可 以 动手 计算 ， 一 所 一 反 地 去 找寻 满足 椭圆 方程 式 的 护 (xX, y)。” 
“这 需要 煞 力 咬 ! ?万 里 叫 道 。 


“对 。? 米 尔 嘉 点 头 , “有 限 域 吕 是 微型 的 有 理 数 域 @@。 最 适合 拿 来 玩 
了 。 那 么 ， 我 们 来 逐个 击破 吧 。” 


10.4.3 有限 域 F2 


最 简单 的 有 限 域 了 = {0,1}， 其 运算 表 如 下 。 因 为 是 域 ， 所 以 有 加 法 和 
夹 法 。 我 们 在 进行 一 般 计 算 后 ， 求 除 以 2 的 余数 〈 余 项 ) 。 





1 110 
(co y) 可 能 出 现 以 下 4 种 组 合 。 


(x, y)=(0, 0) (0, 1), (1, 0), (1, 1) 


我 们 把 这 4 种 情况 都 代入 到 方程 式 闪 +x=x3 中 ， 看 等 号 是 否 成 立 。 但 
在 加 减 乘除 的 运算 中 则 使 用 上 述 运算 表 。 减 法 的 话 我 们 只 要 加 上 加 法 中 
OT TA 
闻 +Xx= 癌 。 《将 x 移 项 到 等 式 左 边 ， 消 去 减法 ) 

例如 ， 当 (xy) = (0,0) 时 ， 将 其 代入 y*+x= 邓 ， 则 得 到 0*+0=03。 用 
运算 表 计 算 的 话 ， 左 边 等 于 00， 右边 也 等 于 0。 因 为 左边 和 右边 相等 ， 
和 

二 二 | 

0 人 

加 全 汪 生 加” 册 

1 有 

ll lal nl” Rn 
这 样 一 来 ， 我 们 可 知 方程 式 y 闻 =x3 -x 在 F2 上 的 解 为 以 下 两 个 。 

(%, y) = (0, 0), (1, 0) 
O O O 

“米尔 嘉 大 人 ! 在 空间 传送 后 ， 没 有 重 根 的 条 件 .….….” 
“万 里， 你 真 聪明 。* 米 尔 嘉 回应 道 。 
“原来 如 此 ! ”我 突然 明白 了 。 尤 里 真 厉害 啊 。 
“你 们 发 现 了 什么 啊 ? ” 秦 杂 拉 一 脸 困 惑 。 
“万 里 。” 米 尔 嘉 催促 尤 里 开口 。 
“ 咽 。 在 传送 之 前 ， 椭 圆 曲 线 有 x3 + ax2 + bx+c=0 不 存在 重 根 这 个 条 


件 。 0 在 传送 之 后 ， 不 用 在 有 限 域 的 世界 把 这 个 条 件 再 研 
一 过 顺 ? ?3 


“ 尤 里 说 得 对 。” 米 尔 嘉 说 道 ，“ 在 有 限 域 中 考虑 椭圆 曲线 的 时 候 ， 应 该 
重新 审查 一 次 条 件 。 因 为 掉 沙 到 微型 世界 的 时 候 ， 椭 圆 曲 线 可 能 已 经 不 
包含 这 个 条 件 了 。 

尤 里 绝 不 放 过 任何 一 个 条 件 。 真 是 这 样 啊 。 

“事实 上 本 是 什么 情况 ? ”我 间 道 


“在 五 上 ， 冯 = 3 -x 不 构成 本 圆 曲 线 。 因 为 x3 - x 可 以 像 下 面 这 样 进行 
因 式 分 解 。 平 方 因 子 (x - D2 有 重 根 。” 


-x=(xX-0)(x-1) ”在 人 上 的 因 式 分 解 
这 个 因 式 分 解 是 对 的 吗 ?” 泰 末 拉 问 道 
“是 对 的 。 想 想 有 理 数 域 上 的 因 式 分 解 一 一 
外-x= (x-0)(x-1)(x+1) ”在 名 上 的 因 式 分 解 


在 了。 上，1 是 自身 加 法 中 的 道 元 ， 所 以 ‘加 二 就 等 于 沽 1?。 也 就 是 
议 ，X+ 1 可 以 换 成 xX-1。” 


ww 二 (2 一 0)(z 一 1)(z 十 1) 因 式 分 解 
= (zx 一 0)(z 一 1)(z 一 1】) 把 x 十 1 换 成 x 一 1 (在 中) 
= (x C—O0(z— 站 整理 (z 一 了 
“我 明白 了 ， 重 要 的 是 在 哪个 域 上 进行 运算 吧 。? 泰 和 汞 拉 似乎 也 理解 了 。 
10.4.4 有限 域 FE 
这 次 我 们 举 有 限 域 束 = 40,1,2} 的 例子 。 运 算 表 如 下 。 






+I0 1 2 x|I0 1 2 
0I10 1 2 DI0 0 0 
1|11 2 0 110 1 2 
2|120 1 210 2 1 


(%,y) 一 共有 9 ' i 我 们 把 这 9 种 情况 都 代入 到 方程 式 y* +x=x” 


(oy 六 和 
(0 0 "00 成 

0 VlaD VY 
(有 

(OY 0 7 
Cl TS TT 
(21 1 
(D2 9 F000” FY 
(1,2) 22+1=13 不 成 立 
(DD 2 


“这 样 一 来 ， 我 们 可 知 方程 式 y*=x-x 在 上 的 解 为 以 下 3 个 。” 
(x, y) = (0, 0), (1, 0), (2, 0) 
“米尔 曼 大 人 ， 在 了 上 还 构成 顶 圆 曲线 吗 ? ” 


“是 。 在 方程 式 y*= x? -x 的 情况 下 ， 公有 在 的 情况 下 挥 冰 a 到 有 限 域 
的 时 候 才 不 构成 顶 圆 曲线 。 说 明 我 吏 省 了 。 


“ 掉 落 到 有 限 域 .….. 是 吗 ? * 泰 基 拉 很 在 意 用 词 ， 追 问 首 


“正确 来 说 叫 归 约 。 将 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 移 到 有 限 域 ， 称 为 归 约 。 
如 打 于 质数 p 归 约 椭圆 曲线 虱 不 会 产生 章 根 ， 那 么 这 种 情况 就 叫 作 “于 p 


有 好 的 归 约 *， 如 果 产 生 了 重 根 ， 吏 叫 作 : 于 忆 有关 的 己 约 "。 顶 圆 曲线 
y= 邓 -x 于 2 有 坏 的 归 约 。 因 为 它 在 上 上 有 乍 根 。 


“ 归 约 ; 吗 .….. 感 觉 像 化 学 术语 呢 。” 泰 朱 拉 说 道 

“ 归 约 ”的 日 语 为 " 逮 元 "， 日 语 化 学 中 也 使 用 这 个 词 ， 意 思 是 还 原 。 一 一 译 者 注 

“未 的 归 约 也 分 好 几 种 。 于 疡 己 约 的 时 候 ， 如 采 重 根 停留 在 二 重 根 的 苑 
关内 ， 束 把 这 条 椭圆 曲线 称 为 于 p 有 来 法 轨 约 '"， 如 未 有 三 里 根 ， 则 称 
为 于 p 有 加 法 归 约 ’。 
“好 复杂 噶 。” 


“然后 ， 不 绾 于 什么 质数 归 约 ， 只 存在 ‘好 的 归 约 ;和 ' 坏 的 己 约 ” 这 两 种 全 
况 时 ， 我 们 束 将 这 条 椭圆 曲线 称 为 半 稳 定 的 椭圆 曲线 。 


“次 ?! ?我 提高 了 嗓门 ,“ 这 束 是 怀 尔 斯 证 明了 的 那个 2” 
“对 。 这 承 征 剑 尔 斯 定理 ' 每 一 条 半 稳 定 的 相 圆 曲线 者 可 以 对 应 一 个 模 形 


式 ? 中 出 现 的 ‘ 半 稳 定 * 的 定义 。 半 稳定 的 椭圆 曲 线 指 的 融 征 个 上 于 任何 质 
数 归 约 ， 重 根 数量 都 只 俘 留 在 二 重 根 的 顶 圆 曲线 。 


10.4.5 ”有限 域 瑟 
有 限 域 下 = 40,1,2,3,4} 的 运算 表 如 下 。 





+I0 1 2 3 4 x|0 1 2 3 4 
O00 1 2 3 4 D000 0 0 
ll1 23400 110 1 2 3 4 
2|1234401 210 24 1 3 
3|13 40 1 2 3|10 3 1 42 
4 和 40 123 4|I0 4321 


这 软 我 们 来 一 个 个 确认 (x,y) 的 25 种 情况 


( 
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这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 知道 方程 式 六 = 刀 -Xx 在 下 上 的 解 为 以 下 7 个 。 
(x, y)=(0, 0), (1, 0) (4, 0), (2, 1), (3, 2), (3, 3), (2, 4) 
10.4.6 ”点 的 个 数 


“差不多 该 想 要 自己 来 计算 了 吧 。 我 们 把 方程 式 刀 =x9 -x 在 有 限 域 2 
中 解 的 个 数 用 s(p) 来 表示 。 


s(p) = (方程 式 内 = 妆 -x 在 有 限 域 邯 中 解 的 个 数 ) 
我 们 已 经 研究 完了 s(2), s(3), s(5)。 我 想 请 人 来 填 下 面 这 个 表格 。 


Fy [ks Fs Fs Es Fr Fs Fr Fe Fa +: 


可 | p | 2 | | 


我 们 来 分 工 合作 吧 。 尤 里 负责 区 和 本 ai， 泰和 拉 负 责 上 ia 和 Jir， 然 后 你 
负责 上 9 和 了 os。?” 米 尔 嘉 对 我 说 道 。 


“米尔 矣 大 人 呢 ?” 尤 里 问 姐 。 
“我 睡 个 午 帝 。 你 们 填 好 了 叫 我 。” 米 尔 器 说 看 闭 上 了 了 眼 。 





我 们 三 个 人 默默 地 算 起 了 有 限 域 。 求 在 有 限 域 中 中 有 几 个 满足 椭圆 曲 
线 六 = 刀 -X 的 氮 。 


p 0 不 过 计算 本 里 并 没有 那么 困难 。 我 在 计算 的 间 际 中 偷 
由 了 一 眼 钞 尔 圣 。 


米尔 嘉 闭 着 眼睛 ， 轻 轻 徘 在 椅 背 上 。 仔 细 一 看 ， 她 已 经 安静 地 睡 着 了 。 
这 位 黑 发 才女 ， 还 真 的 睡 着 了 啊 .…… 


革 栗 拉 在 劳 边 惟 了 帘 我 。 
“学 长 ， 你 怎么 停 下 来 了 。” 


在 求 完 点 的 个 数 以 后 ， 我 们 互相 检查 了 各 目 负 贡 的 部 分 。 我 有 一 个 计算 


错误 ， 泰 杂 拉 有 三 个 ， 尤 里 则 是 零 个 ， 

“ 尤 里 真 厉害 啊 .…..” 泰 杂 拉 感 叹 道 。 

“ 噶 哈 输 一 

“ 那 ， 我 们 该 叫 醒 女 王 大 人 了 吧 。， 

10.4.7 ”棱柱 

“数列 stp) 的 表 填 好 了 。* 米 尔 嘉 醒 来 后 马上 接着 往 下 讲 ， 


了 Fy Fs Fs Es Fi Fs Flr Fo Fo 
s(p)|2 3 7 Il11] 了 15 19 23 





“我 们 略微 涉足 了 椭圆 曲线 的 世界 。 以 闻 = 癌 -x 这 条 椭圆 曲线 为 例 ， 数 
了 数 这 条 椭圆 曲线 在 有 限 体 Pr 中 解 的 个 数 。” 


“s(p) 有 什么 含义 吗 ?“ 索 条 拉 举 起 手 ， 
“我 感觉 有 点 像 质数 噶 。” 


“这 个 数列 s(p) 体现 了 林 圆 曲线 六 = 交 -x 的 一 个 侧面 。 使 用 无 数 的 有 限 
域 ， 束 可 以 从 各 种 各 样 的 角度 来 看 李 圆 曲线 。” 


“好 便 校 镜 啊 ! ” 泰 赤 拉 说 道 ,，“ 阳 光 殉 过 棱镜 会 个 分 解 成 无 数 种 闫 色 的 
光 ， 把 所 有 的 光 章 合 在 一 起 义 会 还 原 成 本 来 的 阳光 。 感 觉 跟 这 个 很 像 不 
是 吗 ? 有理 数 域 鸟 是 阳光 ， 有 限 域 fp 表示 每 个 质数 p 的 颜色 ..…...” 


“这 比喻 相当 不 错 。” 米 尔 双 说 进 ，“ 关 于 ‘椭圆 曲线 的 世界 "我 们 束 先 谈 到 
这 里 ， 号 完 巧 克 力 又 期 后 ， 接 下 来 我 们 惑 该 前 往 ' 目 守 形 式 的 世界 了 。?” 


“巧克力 幕 斯 3 ” 


" 尤 里 从 钞 尔 天 那 拨 了 钱 ， 揪 元 看 马尾 疼 跑 到 了 
醋 点 区 。 


10.5 目 守 形式 的 世界 

10.5.1 你 护 形式 

吃 完 巧克力 莫 斯 以 后 ， 泰 条 拉 开 始 讲 自 守 形式 ， 
“下 面 这 个 函数 @(z) 有 着 非常 有 意思 的 性 质 。 


${z) 一 ani: ]1a 有 | Un 
kK 二 1 


在 此 ， 参 数 z 上 暗示 了 复数 .…… 巨 里， 怎么 了 ? ” 
“米尔 天 大 人 .……… 这 个 数学 公式 ， 我 一 氮 都 看 不 全 。” 
“让 哥哥 来 帮 你 简单 解释 一 下 吧 。?” 米 尔 电 看 问 我 。 


“这 个 .……> 突 然 把 问题 扔 给 我 吗 ，* 我 说 尤 里， 看 见 这 么 复杂 的 数学 公 
式 ， 可 不 能 想 着 "我 一 点 都 不 明白 ' 啊 。” 


“我 没 觉得 ' 一 点 都 不 明日 ' 啊 ， 哥 哥 。 咖 .…… 这 个 像 脾 坊 一 样 的 符号 是 什 
么 啊 。” 


“不 是 牌坊 ， 是 1 cr 的 大 写 ，， 这 是 表示 乘法 的 符号 。 下 面 写 着 k= 
1， 上 面 写 着 w。 意 思 是 把 变量 k 痊 换 成 1,2, 3, ... ， 再 乘 以 || 右边 写 
着 的 所 有 因子 。 明 白 吗 ? ， 


“不 明白 。 给 人 家 具体 讲 讲 呆 ! * 尤 里 嘟 起 嘴 。 


我 们 来 试 坛 丰 用 “把 米尔 喜 写 的 9 表示 出 来。 它 会 变 成 无 限 和 和 
J 


-第 dnl: 『 BRT i eh 

®(z) = emt [1 — ew*™)2(1 一 eta 
kk 二 1 

4T1: 『 - sw lm 2 x lr1l:s'2 
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ye 
中 上 的 意思 我 倒是 明白 了 .不 过 太 复 杂 了 噶 ! ”万 里 说 道 
“所 以 都 说 了 ! 为 了 简写 才 用 || 来 表示 的 ! * 我 说 道 


yi 是 目 守 形式 的 一 种 ， 尤 其 是 模 形 式 的 伙伴 。? 米 尔 妓 说 道 ,，“a, D, c， 
人 满足 ad-pc=1， 且 cc 是 32 的 倍数 ， 再 基于 z=UV+vi，v_ > 





个 条 件 ...... 可 知 以 下 等 式 成 这。?” 
(© 和 | -= (C2 dz) 
CG 这 十 | 
SE ed 形式 : ”万 里 重复 道 


“保护 形式 。 (2)= (cs 二 28(G) 这 个 式 子 ， 可 知 (经 由 中 来 看 ，z 

和 4 形式 相同 ’。 mh Ki 也 保持 了 原 有 的 形 

式 ， 所 以 叫 作 自 守 形式 。 话 虽 这 么 说 ， 也 有 (cz + qd)* 这 种 程度 的 偏差 。 

d) 的 指数 2 称 为 权 。@(z) 是 ' 权 为 2 的 自 守 形式 "。 到 这 里 听 明 白 
NH? » 


ss 没 办 法 想象 。” 秦 未 拉 抱 看 汰 。 
“ 嘿 ...... 那 我 举 个 人 简单 的 例子 吧 。 因 为 ‘a, pb, c, d 是 整数 ， 满足 ad - bc = 


1， 且 ec 是 32 的 倍数 ， ， 所 以 我 们 打 个 比方 ， 假 设 (四 = (0 了， 这 样 一 





七 | = (cz 十 中 'B(z)  @(z) 的 等 式 


s(t) -tyre RA(es) = (1 
(zz 二 1)= GB(z) TT 


也 融 是 说 ，z+ 工 和 z 经 由 中 可 以 同等 看 待 。 换 言 之 ， 实 轴 方 癌 构 成 了 
周期 为 1 的 函数 。” 


“虽然 不 太 明 日 .…... 但 能 够 感觉 出 确实 是 这 样 。” 秦 未 拉 人 党 道 。 
“再 复 杂 一 氮 的 话 ， 人 和 家 脑袋 束 要 娄 炸 了 咬 。” 尤 里 说 道 。 
“好 吧 ， 接 下 来 我 把 D(z) 变 简 单 点 。” 

米尔 器 和 仙 实 厦 把 手 放 在 尤 里 的 凑 上 。 

10.5.2 g 展开 

“好 好 看 看 函数 @(z) 的 定义 方程 式 。? 炒 尔 天 继续 往 下 讲 。 


而 .请 | 


站 2Ti: 『 8 元 ji 2 7 re 
下 >) 一 eT | ost l 中 二 el l ) 


k=1 


“在 这 里 你 们 应 该 注意 到 了 吧 ， 这 个 式 子 里 镶嵌 了 无 数 个 exvv。 因 此 ， 
我 们 像 下 面 这 样 定义 个 字母 4 


q =e“T2 (g 的 定义 ) 
此 时 ， 可 以 用 g 表示 D(z)。 这 就 交 给 泰 打 拉 来 吧 。” 


“ 雇 ? 让 我 来 吗 ?” 泰 赤 林 拉 克 古 表示 皮层 ， 然后 想 了 一 会 儿 襄 道 , “对 
了 ， 指 数 运算 法 则 ...... 是 这 样 吗 ? ” 





®(2)=9| [Py 


一] 
“ 式 子 变形 不 难 。 用 的 只 有 指数 运算 法 则 而 已 。” 
Tl gq 
.BET le"! 1 + 
eloknl: [e 2 1 Bi ge 


“好 的 。? 米 尔 于 说道 ,“ 像 这 样 ， 用 q = e“™Y 来 表示 这 个 式 子 ， 就 叫 作 q 
展开 。 从 现在 开始 ， 我 们 只 关注 q。” 


10.5.3 从 F(q) 到 数列 a(k) 
“为 了 忘记 @(z)， 只 关注 q， 我 们 给 它 换个 名 字 ， 叫 作 F(q)。” 


2 
Fig) s| [i tl gy 
上 一 
-一 的 ?20 一 的) 
(1— ,是 和 一 上 


地 人 


| 圭一 9 一 了 
“F(gq) 全 体 都 是 ' 积 的 形式 *。 现 在 我 想 把 F(q) 变 成 ' 和 的 形式 :*。 尤 里 ， 
把 积 的 形式 转化 成 和 的 形式 叫 什么 来 看 ?” 
“我 不 知 ..….…... 啊 ， 难 不 成 叫 作 展开 ? ” 


eh 我 们 找 个 人 来 把 F(q) 展开 。 数 学 公 去 狂热 分 子 如 哥 融 很 合 
适 啊 |。 99 


“等 等 ，F(q) 可 是 无 限 积 啊 ..…...” 我 说 道 。 


“只 要 从 gq 到 gq” 的 系数 都 正确 就 行 了 。 超 过 30 次 方 的 项 就 无 视 掉 ， 邓 
数 的 收敛 我 们 也 无 视 反 。 作 为 形式 需 级 数 来 计算 。” 


O O O 





在 三 个 女生 目不转睛 的 注视 下 ， 我 开始 展开 数学 公式 。 真 让 人 紧张 

呵 ...... 一 瞬间 我 想 找 些 简便 算法 ， 但 还 是 决定 就 这 么 硬 算 下 去 。 因 为 算 
到 q 汪 就 够 了 ， 超 过 30 次 方 的 项 在 计算 途中 无 视 掉 就 好 了 。 那 么 就 把 
超过 30 次 方 的 项 省 略 ， 写 作 Qo 吧 。 


二 
k=1 


当 k=1 时 ,将 因子 移 到 || 的 前 面 。 


二 | 
= gl — oq)(1— nai ll 


一 2 


展开 2 次 方 的 部 分 。 


De 
=g(l1—2g + )(1— 29 +g") [0 i 


Kk—2 


将 q 磋 到 括 扣 内 。 


加 基 
={g—29 二 一 2 +o) ey 


太一 此 


将 了 最 前 面 的 两 个 因 式 相 乘 。 


my 
i 


一 {g—20 —q +d gq — 2g +a) 


Di 
x | 1 — a) ey 


Kk—2 


呼 .……. 我 做 了 个 深呼吸 ， 继 续 往 下 计算 。 


Fl(g)=(g-27 一 人 十 4 一 和 一 24 


ee (g—29 上 30 十 380 了 上 380 一 寺 380 所 有 380 Oa0) 


2 


“LI )2(1 — gw)? 
21 


= (oy 2 3 二 Gq dg" — 209” 


CU 
x [0 — #0 — gq) 
k=4 


_ (g—29 Sy 39 笠 60 卫 主 2gl' 于 上 3g” 二 18g* 让 Oa0) 


二 


UL 下 


= (g—29 — 39 +6g" +2g' + 2g 一 129 + Qa0) 


Dl 
“la MT 


= (9 一 29 —39 +6g" 十 29 一 全 一 84 + Qa) 
二 
ww 1a | a 
k= 


Ea [Is 一 9 (1 一 9 六 只 会 产生 超过 30 次 方 的 项 ， 所 以 k= 8 之 后 
驳 不 用 展开 了 。 


Fl(g)=(g-29 一 39 十 69 十 29 一 乓 一 89 + Qan) 


一 9g” —6g™ + Qan) 


= 
=(g-27 —39 十 69 +24" 一 9 一 109 + Qn) 
Di 
[| [es 
O O O 


“做 完了 。 这 梓 融 行 了 吧 ? ”我 问 道 。 


2 


Flg} =4— 20 — 39 +69" +29 一 和 — 10g 


“好 的 。? 米 尔 嘉 点 点 头 , “我们 将 q* 的 系数 称 为 a(K)， 将 F(q) 看 作 数 列 
a(k) 的 生成 函数 。 把 系数 明确 写 出 来 .…… 


F(g)=19—27 —39 +69 +29" —1g9 — 10g + 
把 这 个 总 结 成 表格 。 


k 11 5 9 13 17 25 29 
aflll -2 -3 6 2 -1 一 10 


可 以 从 数列 a(o 还 原 F(qg)。 也 就 是 说 ， 数 列 a(h) 像 含 有 遗传 因子 般 合 
有 关于 F(g) 的 信息 。 接 下 来 终于 该 说 到 将 椭圆 函数 和 自 守 形式 世界 连 
接 起 来 的 谷山 - 志 村 定理 * 了 。” 





10.6 ”谷山 - 志 村 定理 
10.6.1 两 个 世界 
该 说 到 谷山 - 志 村 定理 了 。 我 们 今天 跑 过 了 两 个 世界 。 在 “椭圆 曲线 的 
世界 里， 我 们 由 椭圆 曲线 只 = x3 -x 创造 了 数列 s(p)。 在 “ 自 守 形式 的 世 
界 > 里 ， 我 们 由 自 守 形 式 @(z) 创造 了 F(q)， 然 后 创造 了 数列 alO。 谷 山 - 
志 村 定理 认为 这 两 个 世界 是 对 应 的 。 

输 贺 曲 绕 的 例子 目 守 形式 的 例子 


y=2 rsp (7) aa 有 二 90- 的 Q-ey) 


将 两 个 数列 sp) 和 s(p) 分 别 总 结 成 表格 的 形式 ， 如 下 所 示 。 


F, [Fs Fs Fs Fr Fa Fa Fr Fo Fa +:: 





ll 7 15 19 23 


Ey | 上 2 Es ks Er 了 11 上 13 了 17 上 19 Kas …， 





spDil23 7 7 11 7 15 19 23 


k 11 5 9 13 17 25 29 





ak)|1l -2 -3 6 2 -1 -10 .- 
关注 质数 ， 将 两 个 表格 合成 一 个 表格 ， 两 个 世界 束 会 相连 。 
问题 10-2 在 椭圆 曲线 和 自 守 形式 之 间架 起 桥梁 ) 
找 出 数列 s(p) 和 数列 a(p) 之 则 的 关系 。 





“ 记 ? 我 好 像 明白 了 。” 尤 里 说 过 。 
“米尔 有 台 ， 我 也 明日 1 。” 泰 示 拉 说 过 。 


当然 ， 我 也 马上 就 明白 了 。s(p) 是 来 源 于 椭圆 函数 的 数列 。a(p) 是 来 源 
于 自 守 形式 的 数列 。 然 而 .….. 为 什么 它们 之 间 的 关系 会 这 么 简单 ? 


人 懈 圆 曲线 和 目 守 形式 竟然 能 合 来 玩 。 拓 然 
个 过 是 米尔 器 提 出 来 让 





我 也 为 这 个 事实 震惊 了 
能 靠 上 自己 动手 来 答 试 有 限 域 和 9 展开 的 计算 ..……. 
我 算 ， 我 才 算 出 来 的 ..…… 
“干什么 昵 ? ?类 和 尔 进 问 道 ,“ 尤 里 ， 快 点 回答 。>” 
“ 呵 ， 是 。 数 列 s(p) 和 数列 a(p) 之 间 有 s(p) + a(p)=p 的 关系 。 不 过 
太 不 可 思议 了 ! ” 

解答 10-2 “在 椭圆 曲线 和 自 守 形式 之 间架 起 桥梁 ) 


数列 s(p) 和 数列 a(p) 之 间 有 着 如 下 关系 。 
s(p) + a(p)=p 


椭圆 曲线 和 目 守 形式 (旅行 地 图 ) 


椭圆 曲线 的 世界 目 秆 形式 的 世界 


Q 上 的 六 =23 一 2 a 11(! = Ly 
| 


| 
Fo, 上 的 六 = 二 2 一 Z 下 a(k)q™ 
J 


Fp 上 人 解 的 个 狼 s(p) 二 |s(p)+alp)=p| 全 的 系数 a(p) 


“椭圆 曲线 和 目 守 形式 的 来 源 完全 不 同 。” 米 尔 矣 说 过 ,，“ 然 而 ， 它 们 在 
深 处 却 有 看 联系 。 我 们 通过 一 个 例子 触 磁 到 了 这 个 联系 ， 在 椭圆 曲线 和 
目 守 形式 之 间 染 起 了 一 座 桥 梁 。 关 于 所 有 的 椭圆 曲线 邦和 存在 这 样 的 对 应 
关系 。 这 就 是 谷山 - 志 村 定理 。 它 在 椭圆 曲线 和 目 守 形式 两 个 世 界 间架 
起 了 桥 染 。 这 座 连 接 两 个 世界 的 桥 染 ， 是 用 Zeta 构成 的 。” 


“Zeta ? ”我 回应 道 。 
“那个 改天 再 讲 。 现 在 我 想 讲 一 下 弗 赖 曲线 。?” 
10.6.2 ” 弗 顿 曲线 


假设 < 费 马 大 定理 不 成 立 ”， 就 能 构成 某 条 椭圆 曲线 。 弗 赖 注意 到 了 这 一 
点 。 这 条 椭圆 曲线 叫 作 弗 赖 曲线 。 


假设 费 马 大 定理 不 成 立 ， 则 存在 三 个 两 两 互 质 的 自然 数 a, b,c 以 及 大 于 
等 于 3 的 质数 p， 它 们 满足 以 下 等 式 。 


a+br=et 


弗 顿 曲线 就 是 用 这 两 个 日 然 数 ab 构成 的 。 
1 = T+ or ( 弗 划 曲线 ) 
10.6.3” 半 稳定 


“ 接 下来， 我们 来 确认 弗 赖 曲线 是 半 稳 定 的 。 下 面 我 们 把 用 于 归 约 的 质 
数 表示 为 £{。 这 是 为 了 不 跟 弗 赖 曲线 六 二 二 本 jz 一 所 中 出 现 的 p 搞 
混 。 然 后， 椭圆 曲线 ‘ 半 稳 定 ’ 指 的 是 用 质数 归 约 椭圆 曲线 时 会 出 现 ‘ 好 
的 归 约 ' 或 者 乘法 归 约 *。 换 言 之 ， 在 有 限 域 世 中 考虑 椭圆 曲线 方程 式 
久 一 全 十 az 十 br+c 时 会 出 现 两 种 情况 ， 要 么 马丁 ar?+br 二 c= 二 0 没有 
重 根 (好 的 归 约 ) ， 要 么 有 重 根 ， 但 只 有 二 重 根 《乘法 归 约 ) 。 也 束 是 
没有 三 重 根 。” 


米尔 器 和 在 这 里 停 加 了 大 约 三 秒 钟 。 


“用 质数 上 归 约 弗 顿 曲线 的 时 候 疫 有 三 重 根 。 因 为 如 朱 用 质数 上 归 约 时 
出 现 三 重 根 ， 那 就 意味 着 有 三 个 解 工 = 0 -2 ,2 。 这 三 个 解 以 质数 ! 为 


模 同 余 。 以 质数 上 为 模 就 意味 着 0 是 上 的 倍数 。 也 就 是 说 ，?-a , 这 两 
个 数 都 必须 是 Z 的 倍数 。 但 因为 a 上 b， 所 以 a 和 4b 没有 共同 的 质 因 
数 。 也 就 是 说 ， 一 Q ,be 这 两 个 数 不 能 都 是 ! 的 倍数 。 因 此 ， 弗 赖 曲线 即 
使 有 重 根 ， 节 多 也 只 十 二 重 根 。 弗 赖 曲线 是 半 称 定 的 。” 


“ 怀 尔 斯 证 明了 每 一 条 半 稳 定 的 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 异形 陈 : 这 一 定 
理 。 椭 圆 曲 线 对 应 模 形 式 指 的 是 这 条 椭圆 曲线 与 目 守 形式 中 的 一 种 形式 
模 形 式 相对 应 。 可 以 说 “ 怀 尔 斯 定理 十 连接 半 稳 定 的 椭圆 曲线 和 日 
守 形 式 的 桥梁 。 利 用 这 个 定理 ， 束 能 将 半 稳 定 的 弗 瑞 曲线 和 目 守 形式 相 
对 应 。 目 守 形 式 中 可 以 定义 一 个 叫 作 level 的 数 ， 根 据 脆 尔 和 歼 贝 的 研 
乞 ， 弗 赖 曲 线 与 ' 权 为 2，level 为 2 的 自 守 形式 ' 相 对 应 。 然 而 ， 依 据 目 
守 形式 的 理论 ， 己 经 证 明了 “不 存在 权 为 2，level 为 2 的 目 守 形式 *"。 这 
就 产生 了 矛盾。 


总 结 一 下 就 是 这 样 :假设 费 马 大 定理 不 成 立 ， 就 可 以 造 出 弗 赖 曲线 。 这 
讲 的 是 " 顶 圆 曲线 的 世界 '。 紧 握 弗 赖 曲 线 这 张 入 场 券 ， 走 过 怀 尔 斯 定理 
这 座 桥 ， 前 往 “ 自 守 形 式 的 世界 '"。 在 那里 应 该 存在 着 与 弗 赖 曲线 相对 应 
的 自 守 形式 。 然 而 ， 在 那 边 迎接 我 们 的 只 有 :不 存在 那样 的 自 守 形 式 ;这 
个 事实 ， 这 也 就 意味 者 ， 最 初 的 假设 : 费 马 大 定理 不 成 立 ,是 错 


泰 赤 拉 暗 地 兴起 手 。 


“我 提 个 可 能 很 奇怪 的 问题 ….. 为 什么 ‘不 存在 权 为 2，level 为 2 的 自 守 
形式 ' 呢 ? " 泰 杀 拉 问 道 。 


“你 间 的 非常 对 。” 米 尔 嘉 答 道 ，“ 不 过 .….…. 还 不 能 马上 给 你 解释 。 接 下 


来 要 是 缠 起 阿里 阿 德 涅 之 线 ?， 就 能 以 椭圆 曲线 和 自 守 形式 为 开端 ， 深 
入 探索 数学 的 森林 。 什 么 时 候 我 们 一 起 去 吧 。>” 


“英雄 起 修 斯 在 克 里 特 公主 阿里 阿 德 涅 的 帮助 下 ， 用 一 个 线 团 破解 了 迷宫 ， 杀 死 了 怪物 弥 诺 陶 
洛斯 。 这 个 线 团 称 为 阿里 阿 德 涅 之 线 ， 是 起 修 斯 在 迷宫 中 的 生命 之 线 。 详 首 注 

















米尔 又 面 对 我 们 展开 双 尼 。 
简 百 吏 像 天 使 的 玖 性 一 般 。 


“不 好 意思 ， 我 们 该 天 门 了 。” 咖 啡 店 的 服务 生来 到 我 们 时 前 。 回 过 神 
来 ， 店 里 只 剩 下 我 们 四 人 个人。 桌子 上 四 处 散落 着 笔记 用 纸 。 


“过 不 多 该 回去 了 吧 。? 我 说 道 。 

“米尔 蝇 ， 非 党 感 谢 ! ”藤林 拉 行 了 一 礼 。 

“好 有 趣 啊 。 米 尔 姑 大 人 。 ”万 里 说 道 。 

“ 真 的 太 神 奇 了 。” 我 也 表示 赞同 。 

“ 虽 ...... 是 吗 ? ”米尔 易 一 下 于 看 同 了 别处 。 

“下 侈 再 见 米尔 对 大 人 ， 设 是 庆功 竖 了 吧 ..….... 好 期 每 吻 ! ” 
“下 个 周 六 。” 我 说 道 。 

“在 期 末 郑 试 的 庆功 竖 以 前 ， 列 扎 了 还 有 期 木 务 试 这 回 事 哆 ! ” 
革 林 拉 举 起 双 于 说道。 


10.7 庆功 宴 


10.7.1 目 己 家 中 

期 末 考 试 也 终于 告 一 段落 。 庆 功 刘 当 天 的 傍晚 ， 大 家 都 聚 在 了 一 起 。 
“打扰 了 。? 米 尔 吉 说 道 。 

“没事 ， 欢 迎 欢 迎 。? 我 妈 说 道 。 

米尔 嘉 直 勾 勾 地 盯 着 我 妈 的 脸 。 

“那个 .…..... 有 什么 事 吗 ? ” 

“您 跟 您 儿子 耳 条 长 得 好 像 啊 。” 


“ 打 ..….….….. 打 打 打 打 打 扰 了 。” 泰 示 拉 来 了 ， 样 子 很 是 案 张 。 
“外 到 挂 在 这 边 鸭 衣架 上 哦 。” 我 妈 说 刀 。 

“我 们 这 么 多 人 来 打扰 您 ， 真 是 不 好 意思 。?” 熏 借 说 着 。 
“很 期 得 你 给 我 们 表 涯 钢 鞭 哦 ! ?我 妈 看 起 来 很 高 兴 。 


“ 嗨 ~” 尤 里 来 了 。 
“ 没 带 男 朋友 来 吗 ? ”重重 戏弄 尤 里 。 


“因为 没 必 要 。 ?3 


“来 来 ， 大 家 到 客厅 集合 ! 披萨 到 了 哟 1 ， 


我 妈 出 来 管事 儿 了 。 一 一 话说 什么 时 候 次 定 电 扳 了 桂 了 ? 


“大 家 都 拿 到 果汁 了 吧 ? 来 ， 干 杯 ! ” 连 出 来 宣布 干杯 的 都 是 老 妈 ,， “其 
末 考 试 考 得 怎么 样 ?” 


“ 咀 ， 老 妈 一 一 老 妈 ! ” 

跟 女 生 们 说 话说 得 不 亦 乐 乎 。 咋 说 呢 .…… 

10.7.2 ”Zeta. 变 奏 曲 

“ 那 我 开始 唆 。?” 僵 和 僵 一 下 于 坐 在 钢 稚 前 。 

一 个 首 符 啊 起 。 
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陋 了 好 一 阵子 之 后 ， 盘 僵 开 始 慢 慢 地 合击 键盘 各 处 。 

我 以 为 她 是 试 弹 。 

但 我 钳 了 。 

只 上 见 僵 和 僵 的 双手 在 键盘 上 游 移 ， 速 度 越 来 越 快 。 军 无 秩序 的 音符 间 需 上 
了 其 他 的 音符 。 一 堆 洒 乱 无 章 的 音符 中 诞生 了 小 小 的 图 条 ， 然 后 无 数 的 
图 各 开始 交织 ， 形 成 了 更 大 的 图 积 。 

然后 ， 台 从 离散 走 癌 了 连续 ! 

回 过 神 来 ， 我 已 经 被 抛 同 了 三 交 的 大 海 。 海 浪 ， 海 浪 ， 海 浪 ， 不 仿 窗 来 


的 海浪 。 忽 仍 弹 出 的 芍 首 翻 涌 淹 ， 巷 起 流浪， 将 我 冲 走 。 我 在 这 油 流 有 
冲击 下 ， 完 全 失去 了 方 同 感 ， 束 在 这 一 瞬间 





我 站 在 了 开 静 的 海 尾 边 ， 仰 望 厦 人 夜空。 夜空 中 无 数 的 星辰 束 像 与 一 个 个 
eA 


“ 数 星 星 的 人 和 国 星 座 的 人 。 这 两 种 人 人， 哥哥 你 属于 哪 种 ? ” 


回 过 神 来 ， 僵 人 熏 的 演 委 不 知 何 时 已 经 结束 了 。 
沉默 。 

三 秒 后 ， 我 拼命 或 党 ， 力 气 大 得 手 都 要 痛 了 。 
没 想 到 我 家 的 钢 稳 也 能 及 出 这 么 美妙 的 声音 ! 

“ 真 德 ..…. 太 棱 了 ! 这 是 什么 曲子 ? ” 藤 末 拉 问 道 。 
“米尔 对 杀 作 曲 ，Zeta'. 变 雪 曲 。 ”等 等 答 道 。 

“Zeta 变 攻 曲 .………. 吗 ? ”泰和 东 拉 问 道 。 


“对 。? 米 尔 允 从 道 , “仿照 在 数学 中 普通 扩 大 的 Zeta，Zeta 变 委 曲 。 不 
仅 歼 受 的 Zeta 函数 是 Zeta， 其 实 有 许 许 多 多 的 Zeta 交织 存在 大 。” 


“这 么 说 来 ， 在 讲 谷 山 - 志 村 定理 的 时 候 ， 学 姐 也 提 到 过 ， 是 Zeta 连接 
着 两 个 世界 吧 。” 泰 打 拉 说 道 。 
“对 。 我 简单 说 一 下 吧 。 用 一 个 质数 定义 一 个 函数 LEl 引 ， 这 个 质数 对 于 
人 怖 圆 曲线 五 形成 好 的 归 约 。?” 


] 
Le (8) 一 ] ] alp) Lp 
形成 好 的 归 约 的 质数 jp Dp” a 


将 积 与 成 下 面 这 样 的 形 陈 需 级 效 。 


alk) 
i — Qk 
Lerls) = 1 - - 


k=1 





用 这 个 数列 a()， 创 造 下 面 这 样 的 q 展开 的 形式 。 


Flq) = > ai 大) 人 
E—1 
这 样 一 来 ， 开 (q) 束 变 成 了 权 为 2 的 目 守 形式 。LEls) 则 是 连接 椭圆 曲线 
这 个 代数 对 象 的 Zeta。L 上 Fls) 是 连接 目 守 形式 这 个 解析 对 和 象 的 Zeta。 所 
有 的 椭圆 曲线 都 存在 与 其 对 应 的 ， 通 过 Zeta 连接 的 目 守 形式 。 这 就 是 
谷山 - 志 村 定理 。 


代数 Zeta 三 解析 Zeta 
I ca 


_ 2p) 
形成 好 的 归 芍 的 质数 p - D3 十 pas 自然 数 天 





此 外 ， 我 们 看 看 欧 拉 乘积 和 和 歼 曼 的 Zeta 函数 。 在 这 边 ,，“ 围 绕 质 数 的 乘 
积 ” 与 “围绕 目 然 数 的 和 ”相等 。 看， 很 像 吧 ，。 


欧 拉 乘积 二 歼 曼 的 Zeta 函数 
1 1 
[] 1 二 ks 
质 半 p Pp" 卓然 数 下 


“说 像 还 真是 像 ...... 不 过 两 边 都 叫 "“Zeta"， 还 真是 不拘 小 节 地 同等 看 
竺 " 呢 。” 泰 朱 拉 说 道 。 


“路 ， 尤 里 。" 我 妈 悄 悄 向 尤 里 拱 话 ，“ 这 么 难 的 东西 你 能 听 明 白 吗 ? 
“不 ， 听 不 明白 。， 
“数学 这 东西 ， 有 什么 用 啊 ,……* 我 妈 叹 了 口气 ， 
“虽然 不 知道 有 什么 用 ， 不 过 我 喜欢 数学 ! * 万 里 回答 道 。 

O O O 
“最 后 一 块 我 就 收 下 了 啊 。” 我 伸手 准备 拿 披萨 


“ 呵 ! " 尤 里 叫 道 。 

“ 唱 ? 你 想 吃 ? 那 给 你 吧 。” 

“好 开心 噶 1， 

“说 起 来 ， 米 尔 嘉 讲 的 基本 勾 股 数 的 解法 好 有 趣 啊 。” 
“米尔 嘉 大 人 的 解法 ? 哥哥 ， 那 是 什么 样 的 问题 ? 


我 同 尤 里 简要 说 明了 我 跟 米尔 对 是 如 何 解 开 了 “是 合 存在 无 数 个 基本 义 
股 数 ”的 问题 。 


10.7.3 ”生产 的 孤独 


“能 把 灯光 调 瞳 点 吗 ?” 盔 一 说 着 ， 开 始 用 狠 士 风格 演绎 巴赫 的 曲子 。 她 
似乎 想 一 直 担任 配 背景 音乐 的 工作 。 房 间 里 弥漫 着 轻松 的 气氛 。 


“为 什么 怀 尔 斯 会 …...” 秦 未 拉 突 然 开口 ，“ 会 觉得 途 一 人 之 力 束 能 证 明 
呢 ? 一 个 人 把 自己 天 在 书房 里 长 达 七 年 ， 肯 定 非常 败 独 吧 。 大 家 一 起 帮 
忙 的 话 呈 不 是 很 快 束 能 证 明 出 来 了 吗 ?” 


“他 想 一 个 人 实现 目 己 的 梦 力 吧 。? 米 尔 于 回答 道 , “但 是 束 连 怀 尔 斯 也 
不 是 全 部 目 己 完成 的 。 数 学 是 一 门 积累 的 学 问 。 不 官 怎样 的 天 才 ， 者 不 
是 由 零 开始 创造 所 有 的 数学 知识 的 。 他 们 也 要 站 在 其 他 人 无 数 的 证 明 结 
果 的 基础 之 上 。” 


“了 折 独 吗 .…....” 我 吗 啊 填 ,，“ 尤 里 经 第 说 “到 欢 一 起 思 郊 *"。 但 是 ， 即 使 退 过 
相互 讨论 创造 了 一 起 思考 :的 环境 ， 灵 感 也 是 从 每 个 人 脑海 里 产生 的 
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喷 ? 尤 里 去 哪儿 了 .…… 环 视 四 周 ， 及 现 她 和 在 房间 角 洗 里 正 与 看 什么 。 

“ 跟 生 孩子 一 样 呢 。” 我 妈 问 来 了 余 ,，“ 有 深 爱 的 丈夫 在 ， 也 有 医生 在 ， 
但 是 要 “生产 ;的 只 有 将 要 当 妈 的 人 。 谁 都 没 法 代替 母亲 生产 。 对 孩子 来 
说 ， 只 有 一 个 母亲。” 


“ 抓 独 的 人 会 写 信 。? 米 尔 时 说 道 ,“ 扳 独 的 数学 家 则 与 论文 。 为 了 传递 


给 未 来 的 茶 个 人 ， 与 一 封 以 论文 为 名 的 信 。?” 


“如 条 与 了 ， 融 不 抓 独 了 。? 素 和 东 拉 突然 低 声 说 , “即使 不 能 马上 家 人 收 
人 到， 能 以 语言 表达 出 来 也 很 午 要 呢 ..…...” 


“和 确实， 如果 山 缪 没有 出 版 那 本 书 ， 费 马 大 定理 也 不 会 传递 到 我 们 这 
里 。， 


“历史 ， 是 奇迹 推 积 而 成 的 。” 芭 条 拉 说 道 。 
10.7.4 尤 里 的 灵感 


“哥哥 ， 哥 哥 ! ” 尤 里 一 直 没 说 话 ， 这 时 突然 叫 了 起 来 ，“ 我 列 出 了 一 上 串 
平方 数 哦 。” 


“你 到 底 在 说 什么 ? ， 
尤 里 清 了 清 嗓子 ， 开 始 讲 道 


“刚才 那个 “是 侣 存在 无 数 个 基本 勾 股 数 ' 的 问题 。 我 列 出 了 一 串 平 方 数 ， 
把 每 个 数 跟 它 劳 边 的 数字 相 减 。” 


1 4 9 16 25 36 平方 数 
3 5 7 9 11 减法 运算 
“这 样 一 来 ， 减 法 运算 的 结果 就 都 是 奇数 了 呢 。” 
“这 叫 作 人 差分 数列 '"。” 我 说 道 。 
“万 里 你 真 聪明 。*” 米 尔 嘉 说 道 。 
米尔 嘉 在 压 她 什么 啊 ? 
* 嘲 哈 ! 米尔 嘉 大 人 已 经 看 穿 了 吗 ? 因为 减法 这 里 .... 叫 作 差 分 数列 是 


中? ...... 会 出 现 所 有 的 奇数 ， 所 以 也 就 会 出 现 奇 数 的 平方 数 对 吧 。 打 个 
比方 ， 刚 才 我 写 的 数列 里 出 现 了 9 这 个 奇数 的 平方 数 ， 因 为 32=9， 所 


以 9 是 奇数 的 平方 数 。 也 就 是 说 ， 如 果 平 方 数 加 上 奇数 的 平方 数 ， 就 会 
得 到 下 一 个 平方 数 。 这 不 就 产生 了 无 数 个 基本 色 股 数 吗 ? 


[| 4 9 16 25 36 


9 二 25 一 16 根据 差分 数列 的 舍 义 
3 二 一 4 用 平方 的 形式 表现 
3 十 全 一 时 两 边 同时 加 上 4 
“我 啊 ， 在 这 里 发 现 了 基本 勾 股 数 (3, 4, 5)。 不 过 这 不 是 人 家 偶然 发 现 的 


哦 ! 差分 数列 的 部 分 会 出 现 所 有 奇数 的 平方 数 。 也 束 是 说 ， 会 找到 无 数 
组 (a, b, c) 这 样 的 数字 。 之 后 我 就 不 知道 该 说 什么 了 了 ...... 


这 样 啊 ， 尤 里 是 根据 无 数 个 “可 数 的 平方 数 ” 来 构成 无 数 个 基本 义 股 数 有 的 
啊 。 


“不 够 公式 化 。* 米 尔 嘉 说 道 ,，“ 这 没 表现 出 互 质 。 不 过 尤 里 已 经 把 重要 
的 思路 讲 出 来 了 。” 


“米尔 矣 大 人 .….….. 能 夺 烦 您 继续 吗 ? ”万 里 问 道 
“你 把 接力 棒 交 给 哥哥 吧 。? 米 尔 鄙 说 着 
“好 好 。” 我 连忙 应 道 ， 开 始 同 大 家 说 明 。 

O O O 


之 后 ， 要 证 明 存 在 无 数 个 基本 勾 股 数 。 

自 完 ， 准 备 一 个 平方 数 的 数列 。 
22 十 1) 

计算 (2k 十 1 一 (2 有 ) 可 求 出 差分 数列 。 


(2 十 1 一 (28 = (4k* + 44k 二 + 1) — (2k)’ 展开 (2k 填 1)* 


= (4k* 二 4k 十 1)— 4k’ 展开 (2k)* 
一 4k 十 1 计算 后 消去 4 
也 束 是 这 么 回 事 
i 2” Co 
i a 


4k 二 1 





刚才 我 们 得 到 的 4k+ 1 这 个 式 于 ， 只 要 随便 用 一 个 数学 代 具 k， 束 能 形 
成 奇数 的 平方 数 。 我 们 要 这 么 具体 地 去 想 : 条 二 1= .27 一 1 即 b=2j- 
1。 
4 十 1 = (27 一 1)" 表示 出 “奇数 的 平方 数 ” 的 形式 

= 条 一 条 +1 ”展开 式 子 

二 47(7j 一 1) 十 1 ”所 出 4 
也 就 是 说 ， 如 果 K= ji -TD， 那 么 4k+1 就 是 平方 数 。 如 果 j=2， 那 么 kk 
就 等 于 2， 此 时 4k+1=9=3*。 世 束 是 说 ，j=2 时 可 以 得 到 (a, b, c) = 
(3, 4, 5) 这 组 勺 股 数 。 
当 j=3 时 , k=6, (a,b,c)=(12，5，13)。 


当 7=4 时 , k=12, (a,b,c)= (24, 7,， 25)。 


将 j 逐 湖 增 大 ， 残 能 创 运 出 无 数组 勾 股 数 。 


接 下 来 只 要 证 明 我 们 创造 的 义 股 数 是 基本 义 股 数 束 行 了。 为 此 ， 需 要 证 
明 (a, b, c) 三 个 数 两 两 互 质 。 
因为 c=a+1， 上 所 以 c | a...... 是 吧 。 因 为 c 和 a 这 两 个 数字 具有 共同 


的 质 因 数 p， 所 以 c-a 应 访 是 p 的 倍数 。 又 因为 c-a 等 于 1， 所 以 c 和 
a 互 质 。 


然后 要 证 明 b 上 c。 假 设 D 和 c 的 最 大 公约 数 为 9， 令 b=gB，c=9C。 


a + =e’ 因为 a, b,c 是 勾 股 数 
a =c*—b 将 姑 移 项 到 等 式 右边 
ao =(9C) — (gB)” 代入 65=gB,c= gC 
02 = 02C2 _ g2B? 计算 
na =9 (C 一 下 ) 提出 9 


根据 最 后 得 出 的 式 子 a< = g“(C*- B 候 ， 可 知 a* 是 g“ 的 倍数 。 也 就 是 
说 ，a 是 g 的 倍数 。 男 外 ， 因 为 c= 二 g_C， 所 以 c 也 是 _g 的 倍数 ， 即 g 
是 a 和 cc 的 公约 数 。 男 一 方面 ， 因 为 c | aq， 所 以 a 和 cc 的 公约 数 g 等 
J 


因为 b 和 c 的 最 大 公约 数 g 等 于 1， 所 以 可 以 得 出 结论 : b 上 c。 同 理 也 
可 得 出 a | b。 


综 上 上 所 述 ， 可 以 创造 无 数 个 基本 勾 股 数 。 
O O O 


“学 长 ! 这 是 个 边 长 的 差 等 于 1 的 直角 三 角形 啊 ! 我 之 前 一 直 在 想 ， 是 
不 是 能 从 这 里 着 手 .….…” 


实 。” 可 能 只 是 我 的 研究 方向 跑 偏 了..………. 

“我 最 辟 欢 聪明 的 孩子 了 。? 米 尔 姻 说 道 , “万 里 ， 过 来 一 下 。” 
“什么 ? ”万 里 问 道 。 

“ 慢 看 。?” 我 拦住 了 万 里 。 

10.7.5 ”并非 偶然 


欣 员 人 熏 盘 的 蕉 声 ， 大 聊 特 聊 ， 听 春 尤 里 的 证 明 .…… 即 便 没 有 酒 ， 我 也 酬 
在 这 氛围 之 中 了 。 于 古 我 一 个 人 去 走 万 “醒酒 ”。 


呼 ..….... 我 何在 墙壁 上 ， 任 由 上 自己 滑 下 来 跌 坐 在 地 上 。 真 是个 尤 里 打败 了 
呵 。 


= 
3H 


之 二 我 摊 出 一 副 老 师 的 样子 ， 教 给 她 “基本 勾 股 数 的 一 般 形式 ”和 “用 t 参 
数 化 的 方法 ”， 可 这 次 尤 里 靠 自 己 思考 ， 找 出 了 属于 自己 的 证 明 方 法 。 

而 且 胡 未 拉 还 蜡 示 过 那 条 路 。 我 是 不 是 托 了 泰 东 拉 的 后 腿 ? 米尔 器 好 像 
也 说 过 我 “不 配 当 老师 ?来 着 。 守 了， 感觉 好 失落 .…… 


泰 赤 拉 从 房间 走 了 出 来 。 

“学 长 ， 你 怎么 了 ? 心情 不 好 ? ” 

她 蹲 在 我 面前 ， 腔 上 与 满 了 担心 。 从 她 号 上 球 来 研 甜 的 香气 。 
“没什么 ， 我 日 己 在 给 目 己 开 反 管 大 会 。” 

泰 末 拉 一 脸 不 解 :“ 对 了 学 长 ， 那 个 ‘M 的 谜 ' 你 解 开 了 吗 ? ” 
首 字 母 M 的 迹 。 泰 条 拉 的 挂 饰 。 


“我 认输 了 。 只 是 少 了 爱 .…... 是 吧 。” 


“和 古 少 了 ji 的 幅 角 。? 泰 条 拉 看 似 很 开心 地 说 道 , “那个 挂 饰 不 是 M， 我 
是 想 把 M 逆 时 针 旋 转 90° 变 成 元 。 因 为 我 超级 喜欢 数学 ， 所 以 想 要 个 
2 沁 。 不 过 因为 没有 ， 所 以 就 用 M 代替 了 。” 

“的 确 ， 的 挂 饰 哪儿 都 没有 卖 的 呢 。” 

“希腊 的 话 没准 有 卖 呢 。” 

“ 那 ， 不 是 茶 个 人 的 名 字 的 首 字 母 啊 .…… ”imaginary boyfriend ? 

“ 某 个 人 .…… 比 如 米尔 嘉 的 M ? ” 


“ 呵 ， 不 是 ..……... 这 么 说 来 之 前 在 图 书 室 提 迷 藏 的 时 候 ， 我 还 什么 痢 没 能 
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我 话 刚 说 到 一 半 ， 泰 来 拉 脸 上 突然 染 上 了 红 渐 ， 伸 开 双 避 上 下 挥 来 挥 
去 。 是 “ 仿 ” 的 手势 。 我 立马 团 上 了 嘴 。 


“学 长 ， 你 经 常 说 相遇 是 个 偶然 对 吧 。 不 过 .…. .我 能 遇见 学 长 不 是 侦 
然 ， 是 奇迹 哦 ! ， 


泰 东 拉 满 脸 通 红 地 留 下 这 句 话 ， 束 六 也 似 地 跑 回 客厅 了 。 

10.7.6 平安 夜 

“最 后 大 家 一 起 来 唱 站 歌 吧 ! ?我 妈 宣 布 。 

歌 名 是 一 一 《平安 夜 》 

今年 马上 就 要 落下 帷幕 了 。 虽 然 发 生 了 很 多 事情 ， 但 比 起 整个 数学 史 来 
PR ASS WR PO 
曲 终 ， 或 掌 ! 大 家 脸 糯 虱 泛 起 了 红 淹 。 


“ 那 ， 接 下 来 .…... 大 家 一 起 开始 收拾 ! ?我 妈 义 宣布 道 , “公主 们 有 我 家 
骑士 护送 回 家 ， 不 必 担 心 ! ”我 妈 拍 了 拍 我 的 肩膀 。 


“ 老 到 ..……. 为 啥 这 么 独断专行 ? ” 


“ 跟 你 一 模 一 样 。? 米 尔 细 说 道 。 


10.8 ”仙女 座 也 人 研究 数学 


一 切 部 收拾 好 后 ， 我 们 一 起 前 往 车 站 。 天 色 已 经 很 瞻 了， 遗憾 的 是 挤 头 
看 不 到 夜空 中 的 星星 。 大 家 一 个 个 部 哈 看 日 筋 。 


“ 尤 里 你 的 第 二 种 证 法 真 历 害 啊 ! ” 泰 赤 拉 说 远 。 


“ 咽 ， 我 都 没 注意 到 还 有 那 种 解法 。， 
“可 可 .… .特许 你 摸 摸 我 的 头 哦 。” 

我 无 奈 地 摸 了 摸 尤 里 的 栗色 头发 。 

“ 费 马 大 定理 没有 第 二 种 证 法 吗 ?* 索 杂 拉 问 道 。 

“没有 初级 的 证 法 。” 走 在 最 前 面 的 米尔 嘉 回 过 头 ，“ 数 学 家 们 这 么 说 


的 。 那 就 是 肯定 没有 。 人 不过 今后 可 能 会 友 现 新 的 数学 概念 ， 从 而 创造 出 
更 简便 的 证 法 。” 


距 像 友 现 “负数 ”那样 ? 
距 像 友 现 “复数 ”那样 ? 


“真能 及 现 吗 ? ” 泰 末 拉 问 建 。 


“ 逆 用 勾 股 定理 ， 惑 能 创造 出 直角 。 这 是 当时 最 尖 疹 的 技术 ， 但 是 现在 
己 经 在 小 学 普及 了 。 二 次 方程 的 解法 、 复 数 、 定 阵 、 微 积分 .…… 所 有 这 
些 都 是 曾经 最 先进 的 知识 ， 不 过 现在 也 普及 到 初中 噩 中 了 。 这 样 下 去 没 
准 以 后 我 们 在 学 校 束 能 学 到 ' 费 马 大 定理 的 证 法 *。” 


“原来 如 此 .………….” 泰 东 拉 点 点 头 。 


“我 们 只 活 在 当下 。” 米 尔 肥 继续 违 ， 她 的 脸 规 冻 得 友 红 ,“ 然 而 ， 散 布 
在 历史 这 条 时 间 轴 上 的 无 数 数学 知识 ， 都 投射 到 了 ‘现在 ;这 一 点 上 。 我 
们 学 的 束 是 这 一 点 上 的 投影 。” 


i 米尔 时 的 一 句 话 ， 让 我 看 到 了 一 道 员 穿 过 去 和 未 来 的 
全 


“真实 的 样子 ”一 一 漂浮 在 银河 中 的 点 氮 楷 星 一 所 也 不 “细小 *。 我 们 网 
眼 能 看 多 的 星星 实际 上 是非 铝 巨大 的 。 星 星 也 不 是 “一 群 群 " 的 。 事 实 
上 ， 它 们 距离 我 们 好 多 个 光 年 。 


不 管 看 上 去 细小 ， 还 是 一 群 群 时 ， 都 是 投影 施放 的 魔法 。 我 们 看 到 的 是 
投射 在 目 己 视网膜 上 的 来 和 目 遥 远 过 去 的 星星 的 影子 。 如 果 换 成 另 一 时 远 
人 星球 上 的 居民 抬头 看 夜空 的 时 候 应 该 会 看 到 截然 不 同 的 
尾 座 吧 ，。 


不 过 ， 数 学会 如 何 昵 ?如果 那 甘 冲 远 的 星球 上 的 夺 民 有 “ 数 数 ”这 个 概念 
的 话 ， 也 应 设 有 质数 这 个 概念 吧 。 他 们 会 感到 整除 有 看 特殊 的 信义 吧 ， 
也 应 该 会 有 互 质 这 个 概念 吧 ， 也 会 想 利用 同 余 折 对 无 限 吧 。 


费 马 大 定理 是 对 数学 界 做 出 了 最 大 贡献 的 问题 。 由 它 产生 了 众多 的 数学 
家 和 众多 的 数学 概念 。 


当 n>3 时 ， 以 下 的 方程 式 不 存在 目 然 数 解 。 
7 十 和 一 
即使 从 其 他 星球 上 来 看 ， 费 尔 大 定理 也 比 其 他 星星 更 耀眼 ， 更 夺目 。 
怠 像 六 疡 星 指引 东方 的 贰 者 般 ， 费 马 大 定理 成 为 了 指引 数学 志士 们 的 路 
标 。 怀 尔 斯 自己 也 是 在 遇见 费 马 大 定理 后 ， 才 以 数学 为 志 同 的 。 那 时 怀 
尔 斯 10 岁 ， 还 是 个 少年 。 
空间 上 的 距离 不 是 本 质 ， 时 间 上 的 距离 也 不 是 本 质 。 
不 管 相 隔 多 远 ， 不 管 距离 多 久 。 
贯 罕 军 宙 和 历史 的 共同 词汇 一 一 数学 。 


“仙女 座 也 研究 数学 。" 我 说 道 ， 


走 在 我 前 面 的 众人 都 回 过 了 头 。 
“哥哥 ， 你 说 什么 呢 ? “万里 问 道 ， 

“看 上 去 仙女 座 也 在 研究 数学 。" 我 回答 道 。 
“那里 也 有 图 书 室 吗 ? * 泰 杀 拉 微笑 道 。 


站 
道 。 


我 们 壳 见 了 数学 ， 我 们 通过 数学 相 过 了 。 

有 做 得 到 的 事 ， 也 有 做 不 到 的 事 。 有 明白 的 事 ， 也 有 不 明白 的 事 。 不 
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“ 啊 ! " 泰 淋 拉 指 着 上 方 。 
“ 喔 ? "米尔 嘉 微微 笑 着 仰望 夜空 
“好 巧 ! ” 量 醒 吹 起 口哨 ， 


“哥哥 ! ” 尤 里 叫 道 。 


我 抬 涉 看 问 空 中 。 


啊 ， 天 至 也 .………… 
大 空 也 在 至 受 数 学 。 


夜 衬 中 绥 缓 味 下 数 不 清 的 正六 角形 结 晤 。 


“哥哥 ! 下 雪 了 1 ” 


“要 想 生 动 地 把 握 数 学 ”， 

束 要 用 目 己 的 方法 ， 把 学 过 的 知识 再 组 织 全 看 一 退 ， 
在 此 基础 上 ， 去 思 故 新 的 事物 。 

至 少 要 尽力 去 思考 。 

一 言 以 项 之 , “研究 ”这 东西 是 最 管用 的 。 


一 谷山 丰 27 
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尾声 


内 次 的 银河 。 
但 膀 的 手心 。 
轻微 燥 拌 的 声音 。 


在 阳光 照射 下 变 成 金色 的 ， 聚 色 肥 丝 .……. 


“老师 ? ” 

“ 误 ? >” 

“老师 ! 这 样 不 行 啊 ， 怎 么 能 在 办 公 室 打 上 师 昵 。” 耳 畔 传 来 少女 的 声音 。 
“我 才 没 睡 着 昵 。” 


“x* +y =1 的 圆周 上 存在 无 数 个 有 理 点 。” 人 少女 像 吟 诗 一 般 地 复述 。 
“回答 正确 。 第 二 问 呢 ? ” 

“x* +y*=3 的 圆周 上 存在 0 个 有 理 点 。” 

“回答 正确 。” 


“ 圆 真是 很 深奥 啊 。” 少 女 呵 呵 地 笑 痢 。 


“是 啊 ， 一 罕 扯 到 无 限 ， 束 很 难 捕 近 真实 的 样子 * 了。 你 看 ，20 世纪 来 
有 传言 说 锅 与 六 定理 和 梓 证 明了 是 吧 ， 那 也 下 因为 议 及 无 限 .2 


“您 说 传言 ..…. 其 实 费 马 大 定理 已 经 被 证 明了 啊 。?” 少 女 很 诈 异 。 
“ 喷 ? 不 是 说 找到 了 反例 中? 没 听 说 吗 ? ?我 把 卡片 递 给 少女 。 
“刚才 您 说 .反例 ? ” 
避 马 大 定理 的 反例 〈? ) 
951413 ”十 853562' 一 1005025 
705640613575942055661379802908637985206717 


+330099930418375923201140352083228854321420% 
= 10357405999943179788062520154990926528420925 


“ 真 的 假 的 啊 ...... 用 951413，853562，1005025 的 个 位 验算 一 下 。” 
951413' 三 3 三 218'=7 (mod 10) 
3535627 = 2 = 128 三 8 (mod 10) 
1005025 三 5 三 78125 =5 (mod 10) 


“上 呈 咽 ， 因 为 7+8=5 (mod10) ， 确 实 能 得 到 

951413' + 853562’ 三 1005025' (mod 10) 
这 样 的 结果 。” 
不 人 后 ， 少 女 突出 了 声 。 
“老师 ! 951413 倒 过 来 与 是 圆周 率 3.14159 ! 您 这 玩 突 好 过 分 啊 ! ” 
“你 发 现 了 啊 ...... 


951413' + 853562' = 1035740599994317978862520154990926528420925 
1005025° = 1035709726461858968099232282235113525390625 


“这 是 和 您 特意 找 的 例子 吗 ? ” 


“话说 老师 ， 您 在 墙壁 上 贴 的 这 个 是 .….…. 星 座 ? 
“不 是 。 这 是 用 23 归 约 椭圆 曲线 只 = x3 -X 时 的 点 。， 


本 攻 ® (19, 20) 


® (6,7) 


. . (22, 0) 





Bas 中 玉 = mo 一 7 上 的 点 
“会 不 会 .…… 有 什么 规律 性 ? ” 
不 知 有 什么 好 笑 的 ， 少 女 又 呵呵 地 笑 了 。 
“你 自己 动手 画 一 男 怎么 样 ? 说 不 定 能 找到 图 案 哟 。” 


“我 试 试看 吧 ...... 那 老师 ， 明 天 见 ! ” 

“ 虽 。 回 去 路 上 小 心 车 子 啊 。?” 

“是 是。 啊 ， 听 襄 今 天 晚上 要 下 雪 ! ” 

“ 谢 调 提醒 。” 

“ 那 ， 老 师 再 见 。” 少 女 快 速 地 挥动 看 手指 跟 我 进 别 。 


我 想 看 雪 ， 想 看 星星， 想 看 无 限 .….... 然 后 ， 想 看 她 们 。 


事实 上 ， 我 想 断 吾 ， 这 本 书 中 明显 洒 芒 了 过 多 新 新 的 事物 。 
但 不 仅 如 此 ， 还 显现 出 了 一 泓 清 果 。 
我 想 ， 今 后 会 从 中 汲取 出 更 多 令 人 瞩目 的 友 现 吧 。 


了 欧 拉 [LE4 


后 记 
唤 ， 早 知 如 此 ， 
我 应 该 多 学 点 东西 ， 来 让 我 的 版 画 更 美 。 
完成 一 幅 美丽 的 画作 ， 
是 需要 多 大 的 努力 和 忍耐 啊 。 


一 一 埃 合 尔 


我 是 作者 结 城 海 。 
不 才 拙 笔 ， 为 各 位 献上 《数学 女 护 2: 费 与 大 定理 》 一 书 。 


本 书 为 纪念 欧 拉 和 诞 展 300 年 出 版， 是 2007 年 出 版 的 前 作 《 数 学 女 孩 》 
的 续 遍 。 登 场 人 物 有 前 作 的 “我 ?、 米 尔 矣 ， 此 外 还 有 泰 朱 拉 和 表妹 尤 
里 。 本 书 中 国 经 他 们 四 人 人 ， 展 开 了 一 场 数 学 和 青春 的 故事 。 


表 作 尽管 舍 有 索 多 的 数学 公 陈 ， 还 是 承 稼 很 多 读者 的 豆 爱 。 事 实 上 ， 反 
阵 之 六 几乎 令 我 目 己 和 出 版 社 都 为 之 一 惰 。 承 去 各 位 的 文 择 ， 才 能 像 今 
天 这 样 出 版 续 作 。 表 侈 回 各 位 深 表 谢意 ， 非 党 感谢 。 


在 创作 本 书 的 过 程 中 ， 我 也 一 直 在 感 党 看 登场 人 物 的 豆 征 到 乐 。 数 学 其 
是 了 不 起 。 如 条 各 位 读者 也 能 有 此 同感 ， 那 我 黄征 无 比 第 福 。 


本 书 和 前 作 一 样 使 用 了 HIE 2e 和 Euler 字体 (AMS Euler) 排版 1 
能 成 功 排版 ， 多 亏 了 奥 村 晴 彦 老师 的 《了 优 IEB& 2e 精美 文献 制作 入 门 》 
一 书 ， 非 党 感谢 。 版 式 全 部 由 大 怠 一 弘 先生 (tDB 先生 ) 设计 ， 使 用 了 
用 于 制作 初级 数学 印刷 品 的 宏 emath， 非 常 感谢 。 


! 此 处 为 日 文 原版 排版 的 情况 。 一 一 译 者 注 


感谢 以 下 王 阅 原稿 并 给 予 宝 叶 意见 的 人 士 。 
Ayko、 五 十 岗 龙 也 、 石 宇 折 也、 上 原 隆平 、 金 和 拓 八 十 男 (Gascon 
研究 所 ) 、 川 岛 稚 越 、 和 给 原 俊 一 、 相 马 理 美 、 竹 内 昌平 、 田 崎 晴 
明 、 人 花田 司 明 、 前 原 正 严 、 松 内 海平、 三 宅 乾 义 、 村 田 芝 太 
(mrkn) 、 和 天 野 禹 、 山 口 建 中、 言 田 有 子 


感谢 各 位 读者 ， 各 位 经 党 访问 我 的 网 站 的 朋友 ， 经 第 为 我 忻 适 的 各 位 其 
党 教 的 朋友 。 


感谢 一 直 努 力 文 持 我 完成 本 书 的 野 洋 豆 疾 务 总 编 。 还 要 感谢 无 效 豆 爱 前 
作 《 数 学 女孩 》 的 读者 ， 从 各 位 那里 收 到 的 感言 令 我 豆 避 到 几乎 洛 诅 。 


人 
儿子 。 


为 给 我 们 留 下 绝妙 问题 的 费 马 ， 以 及 为 我 们 完成 绝妙 解法 的 怀 尔 斯 ， 还 
有 所 有 的 数学 家 们 献上 此 书 。 


非常 感谢 各 位 的 垂 阅 。 和 希望 有 机 会 能 够 与 大 家 上 峙 会 。 


结 城 洛 
2008 年 ， 为 一 本 书 中 涵 再 了 你 个 宇宙 的 碎片 而 感到 不 可 思议 


http://www.hyuki.com/girl/ 
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者 编写 本 书 的 过 程 中 给 了 笔者 很 大 的 帮助 (参考: 第 2 到 第 4 草 、 第 7 
草 、 第 10 草 的 结构 ) 。 


[26] 黑 川 信 重 十 栗原 将 人 十 音 滕 薇 ，『「 数 论 了 一 一 岩 泽 理论 点 保 型 形 
式 ] ， 涯 波 书 店 ， ISBN4-00-005528-3， 2005 年 


上 述 《 数 论 1 》 的 续 作 (参考: 第 2 到 第 4 章 、 第 7 章 、 第 
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